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Equilibre general de dons individuels 

Jean Mercier Ythier 

Nous Btudions les propri6t6s d'un syst6me social comprenant plusieurs 
agents, poss6dant chacun une dotation initiale en un bien de consommation uni- 
que (le revenu). Chaque agent est susceptible de consommer ou de donner tout 
ou partie de la fraction de revenu qu'il possede c I'origine ou du fait d'un don. Ses 
pr6ferences sont d6finies sur I'ensemble des allocations, et strictement croissan- 
tes en sa propre consommation. II choisit ses dons de mani6re a maximiser son 
utilit6 sous contrainte de ressource, en consid6rant les dons des autres agents 
comme donn6s. Un equilibre g6n6ral de dons individuels est un 6quilibre de ce jeu 
non coop6ratif de Nash. On Btudie les propri6t6s normatives et positives de I'6qui- 
libre. On fournit en particulier une caracterisation de I'6quilibre a I'aide d'un con- 
cept original, I'(i, j)-maximum. La gen6ralisation de ces r6sultats au cas d'une 
economie comprenant plusieurs biens et un march6 de concurrence pure est par- 
faite est 6galement discut6e. 

INTRODUCTION 

Un bon point de depart pour cette etude peut etre trouve dans le Traite de 

sociologie genetrale de V. Pareto [1916]. L'auteur, soucieux d'etendre les 
methodes de l'analyse economique a l'ensemble de la realite sociale, modifie 
ses concepts de deux manieres. II remplace tout d'abord l'ophelimite, ou satis- 
faction retiree par un individu de sa consommation de biens marchands, par la 
notion plus generale d'utilite, qui procede, pour chaque personne, de ses con- 
sommations privatives (ophelimite), de la jouissance de biens publics (< utilite 
indirecte >) et de l'ophelimite des autres personnes. Puis il substitue l'utilite a 

l'ophelimite dans la d6finition de son celebre optimum, intitule a present 
<< maximum d'utilit6 pour la collectivite > et ainsi distingue du << maximum 

d'ophelimite pour la collectivit >>. 

Ces innovations ont connu un interessant prolongement a partir du milieu des 
annees soixante, dans les etudes relatives aux redistributions pareto-optimales, 
initiees par les contributions de Serge-Christophe Kolm [1966] et de Hochman 
et Rodgers [1969]. Ces multiples travaux, recenses notamment dans les ouvra- 

ges de Cazenave et Morrisson [1978], de Kolm [1984] et dans l'article de 
L. Kranich [1988], traitent de l'extension du champ d'application du modele 

walrasso-paretien d'echange et de production aux phenomenes de redistribution 
volontaire en observant que la distribution du bien-etre (ophelimite) ou de la 
richesse est, sous l'hypothese d'interdependance < non patemaliste >> des utili- 

tes, formellement analogue a un bien public. 
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Ces developpements fourissent, dans un cadre d'equilibre general, des ele- 
ments d'explication ou de justification a l'existence de systemes publics de 
redistribution de la richesse, en fondant ces deriers, conjointement, sur l'exis- 
tence de desirs redistributifs prives (sentiments < bienveillants ?), et sur une 
norme d'efficacit6 paretienne. 

Le champ d'analyse du present article est sensiblement different, et en fait 
largement complementaire du precedent. Nous nous int6resserons en effet ici a 
la redistribution volontaire privee, ou, si l'on prefere, au don individuel, 
entendu comme decision individuelle de transf6rer a autrui, sans contrepartie, 
une fraction de sa richesse personnelle. Nous retiendrons ainsi dans ce qui suit 
l'hypothese d'interdependance des utilit6s, sans prejuger d'ailleurs de la nature 
des sentiments, < bons >> ou < mauvais >, qu'eprouvent les agents, et admettrons 
que chacun peut, en toute ind6pendance, transf6rer a autrui tout ou partie de sa 
richesse personnelle par un don individuel. Nous supposerons de surcroit, pour 
simplifier l'analyse, que les donateurs individuels considerent comme negligea- 
ble l'influence de leurs dons sur les comportements redistributifs des autres 
agents (en termes techniques, nous etudions un jeu non cooperatif de Nash). 

L'analyse du fonctionnement de ce systeme social fait ressortir deux traits 
saillants. 

D'un point de vue normatif, en premier lieu, une allocation d'equilibre est 
telle que l'on ne peut accroitre le bien-etre social d'un agent (son < utilit >>) 
sans diminuer le bien-etre prive d'un autre (son < ophelimit6e ). Reciproque- 
ment, toute allocation de ce type est une allocation d'equilibre pour certaines 
distributions initiales de la richesse bien choisies. 

L'existence d'un equilibre n'est pas toujours garantie, en second lieu, et l'on 
foumit des exemples de systemes sociaux ne possedant pas d'equilibre pour 
certaines ou meme toutes les distributions initiales de la richesse. Cette exis- 
tence de l'equilibre est assimilable a la presence d'une < guerre de dons > entre 
certains agents. On montre, en particulier, qu'une condition suffisante pour 
qu'un equilibre existe quelle que soit la distribution initiale de la richesse est 
qu'aucun agent ne souhaite redistribuer en faveur de plus riche que lui. 

Nous allons successivement d6finir (section II) notre systeme social dans un 
cadre simple, ou n'existe qu'un unique bien de consommation, puis introduire 
(section III) les concepts originaux indispensables a l'analyse de ses proprietes, 
fourir (section IV) une caracterisation des equilibres, et etudier (section V) 
l'existence de ces deriers. La section VI discute brievement la g6neralisation 
de nos resultats au cas d'un systeme social comprenant plusieurs biens de con- 
sommation. Nous esquissons enfin, dans la conclusion, une comparaison de 
l'analyse de la redistribution volontaire privee presentee ici avec celle des redis- 
tributions Pareto-optimales mentionnee plus haut. 
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DESCRIPTION FORMELLE DU SYSTEME SOCIAL 

Nous proposons dans cette section une d6finition simplifiee de notre systeme 
social. Celui-ci comprend un nombre quelconque n d'agents, designes chacun 
par un indice i parcourant l'ensemble N = 1, ..., n} , et un bien de consom- 
mation unique, non reproductible et parfaitement divisible, dont la quantite glo- 
bale disponible est d'une unite. 

On rappelle que l'extension des resultats des sections IV et V au cas general 
d'un systeme social a biens de consommation multiples est brievement discutee 
en section VI. 

Systeme social 

Les donnees fondamentales sont les contraintes a priori sur les d6cisions 
individuelles en matiere de consommation et de don, les preferences qui guident 
ces decisions, et la distribution initiale des droits de propriete. 

Une consommation de l'agent i est un nombre reel xi. L'ensemble de con- 
sommation de l'agent i, Xi, qui represente les contraintes a priori sur la con- 
sommation de i, est un sous-ensemble de la droite reelle R. On suppose que Xi 
est egal a la demi-droite reelle positive R+. Une allocation est un element x de 

Rn. On note X1 le sous-ensemble de n" dont la ieme projection est Xi et la jeme 
projection est R pour tout j ; i. L'ensemble d'allocation est le produit cart6sien 

X = I Xi'. Une allocation x appartenant a X est realisable si xi < 1. On 
i EN ie N 

note Sn l'ensemble {x e XI xi < 1 } des allocations realisables. 
iE N 

L'ensemble de transfert de i a j, Tij, decrit les contraintes a priori qui pesent 
sur les dons de i j. C'est un sous-ensemble de l'espace des biens R. On pose, 
par convention, Tii = { }, et l'on suppose Tij = R+ pour tout j distinct de i. 
Un vecteur-dons de i est un element ti du produit cartesien Ti = Ti . Un 
vecteur-dons est un element t du produit cart6sien T = I1 Ti. j e N 

i N 

Les pref6rences de 1'agent i sont decrites par une fonction d'utilit6 wi, definie 
sur l'ensemble X'. On appelle wi la fonction d'utilite sociale de l'agent i. On 
suppose que wi est strictement croissante en xi, mais on ne fait aucune hypo- 
these sur le sens de variation de wi en xj pour j distinct de i, c'est-a-dire que nos 
agents pourront etre aussi bien indiff6rents que malveillants ou bienveillants les 
uns envers les autres. La malveillance (resp. bienveillance) est entendue ici en 
un sens technique de decroissance (resp. croissance) stricte de wi en xj avec j i. 
L'interpr6tation psychologique de cette propriete formelle des fonctions d'uti- 
lit6 sociales individuelles nous semble toutefois suffisamment naturelle pour 
que nous renoncions ici a l'en distinguer. 
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Chaque agent i est, enfin, nanti d'une dotation initiale w. ?0. On a 
naturellement: c (0 = 1. 

iE N 
Un syst6me social est alors un objet du type : (we, Xi, Tj, O)j) i e N' 

Equilibre 

Le fonctionnement de notre syst&eme social est caique sur le modele d'un jeu 
non cooperatif de Nash. 

On utilisera les notations suivantes. Soit t un element de T et t. un element 
de Ti : tn/i est le vecteur (tl,..., ti-1, ti+,, -1.t,t), c'est-a-dire le vecteur t prive de 

sa i-eme composante ; (tnlP ,t) est le vecteur (tl, ti -, 19 + t , ti tfn) 

obtenu en remplaqant La i-eme composante de t par t:; Ait est le nombre 

(tji - t1j) , c'est-a-dire le transfert net dont i b6neficie en t (on peut naturel- 
je N 

lement avoir Ait < 0; remarquons de plus que ~A1t = 0 pour tout t). 
iE N 

Les actions individuelles sont d6finies simultanement de La mani'ere suivante. 
Un vecteur-action a = (a,,..., an) est tel que pour tout i, L'action ai de l'agent i 
est un vecteur ai = (zi, ti) oii : t1 est un don de i ; zi est une consommation nette, 
c'est-a-dire un nombre de la forme xi - (oi + Ai t) oi' xi repr'sente une consom- 
mation (qui n'est pas necessairement dans Xi) et t est le vecteur-dons fonne i' 

partir des composantes-dons des actions a,..., an. 

Chaque agent considere les actions des autres comme donnees. L'agent i, 
confronte ' a 1'environnement anli = (a,, ..., a, -, a I..., a,) oii 
aj = (zj, tj) , consid&re donc par construction que le choix d'une action ai = (zi, 
ti) determine l'allocation x telle que: xi = coi +Ai (tnli, ti) 
x1 = z1+ cOl + A1 (tn7i, ti) pour tout j distinct de i. En d'autre termes, la repr'- 
sentation qu'il se fait des consequences de ses actes repose sur l'hypothese ou la 
croyance que les beneficiaires de ses dons les consomment. Notons qu'il n'est 
pas logiquement indispensable que les agents croient effectivement cela, mais 
seulement quils consid'erent cette hypothese comme un guide efficace de l'action. 

Les ressources que chaque agent peut ainsi utiliser, soit en les consommant, 
soit en les donnant, proviennent de sa dotation initiale ou des dons qu'il reqoit. 
La contrainte de budget de i, confronte i' 1'environnement a,1i, s'cnrit: 

= - (t i +A (tnli, ti) ) <?0 

Le comportement de i, confront6 ' 1'environnement anli consiste alors A 
choisir une action ,= (i, ti) qui maximise sa fonction d'uti1it6 wi dans 

1'ensemble de budget: {x e X'l 3ti e T , Zi = xi - (wi + Ai (tnl', ,)) ?0 et 

xj = :j + ?O + A ,t (tllli,ti) pour tout j 1}. 
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Un equilibre de notre systeme social, que nous appellerons equilibre social 
est, enfin, un vecteur d'actions a = (a, ..., an) tel que pour tout i, ai maxi- 
mise wi dans l'ensemble de budget de i correspondant a l'environnement a/i. 

Cette specification du modele, parfaitement generale, est toutefois inutile- 
ment lourde sous les hypotheses, formulees plus haut, de divisibilite du bien de 
consommation et croissance stricte de wi en xi. Celles-ci impliquent, en effet, 
que les agents saturent leurs contraintes de budget a l'optimum. Or, si tel est le 
cas, tout vecteur-dons t de T determine une allocation et une seule: 
( oi + Ait) i N' que l'on notera x(t). I1 en resulte que le fonctionnement decrit 

ci-dessus est equivalent a celui d'un systeme social ou : les actions de i sont ses 
dons ti; le comportement de i confronte a l'environnement t,/i, consiste en la 
maximisation de wi (x ( (t/i, ti))) dans {ti e Til Xi + Ai (tn/i, ti) X} ; un 

equilibre social est un vecteur-dons t* tel que, pour tout i, ti maximise 

Wi (x ( (t/, ti) )) dans {ti E Ti[ oi + Ai (t/i, ti) E Xi}. 

C'est cette formulation allege que nous retiendrons dans ce qui suit. 

GRAPHE DES DESIRS REDISTRIBUTIFS 
ET OPTIMUM SOCIAL 

Nous avons du forger quatre concepts originaux pour analyser les proprietes 
de notre systeme social. 

Ces concepts peuvent etre groupes en deux couples : l'(i, j) - maximum et le 
graphe des desirs redistributifs, qui permettent de caracteriser la structure du 
graphe des dons d'equilibre; la relation de pref6rence sociale (RPS) et l'opti- 
mum social, qui decrivent les proprietes normatives de notre systeme social. 

Signalons, avant de commencer, une consequence importante de l'existence 
d'un seul bien. II resulte en effet de cette caracteristique de notre systeme social 
que le nombre xi peut etre interprete indiff6remment comme: un indice ordinal 
de satisfaction traduisant le bien-etre < priv >> (ophelimite) de l'agent i; une 
mesure physique de sa consommation ; et enfin la valeur monetaire de cette der- 
niere (revenu consomme). Or il est clair que, dans le cas general d'un systeme 
social comprenant plusieurs biens, les trois notions precedentes (ophelimite, 
consommation, richesse consommee) sont distinctes. De plus, la generalisation, 
brievement evoquee en partie VI, des ddfinitions et proprietes que nous presen- 
tons en III, IV et V, repose exclusivement sur la premiere de ces notions (le 
bien-etre prive ou ophelimite). Nous interpreterons donc le plus souvent dans ce 
qui suit le nombre xi de cette maniere, c'est-a-dire comme un indice ordinal de 
bien-etre prive. 

A (i, j)-maximum et graphe des desirs redistributifs. 
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L'(i, j) - maximum est le concept cle. Le graphe des d6sirs redistributifs en 
est directement extrait. Ces deux notions combinees vont nous permettre d'ana- 
lyser la contribution des dons au fonctionnement de notre systeme social. 

(i, j) - maximum 

Pour introduire la definition de l'(i, j) - maximum, plaqons-nous dans la situa- 
tion abstraite suivante. L'agent i, place devant l'allocation realisable 
x (x E S,), peut reallouer a sa guise, dans les limites imposees par: la con- 
trainte de realisabilite (x E Sn) ; les contraintes xk > xk pour tout k j, stipu- 
lant que le bien-etre prive de tous les agents autres que j ne doit pas decroitre. 
Nous dirons alors que x est un (i, j) - maximum si i ne peut accroitre le bien- 
etre social wi (x*) dont il jouit en x* sans violer les contraintes ci-dessus. 

Formellement, une allocation x* est un (i, j) - maximum si elle est realisable 
et s'il n'existe aucune allocation x dans {xe S, xk > xk Vk j} telle que 
wi (x) > wi (x ) . On note Mij l'ensemble des (i,j) - maxima. 

On peut interpreter tres simplement cette definition abstraite, en se souvenant 
que, par hypothese, wi est strictement croissante en xi quel que soit i. Combine a 

la divisibilite du bien, cela implique que xk = 1 pour tout (i, j) - maxi- 
ke N 

mum x. I1 en r6sulte imm6diatement qu'un (i,j) - maximum est necessairement 
une allocation realisable en laquelle l'agent i ne souhaite (du point de vue de sa 
fonction d'utilit6 sociale wi) ou ne peut (du fait de la contrainte a priori xj > 0) 
redistribuer le bien-etre prive au detriment de j. On montre de plus dans la 
proposition 1 ci-apres que cette condition necessaire est 6galement suffisante, et 
caract6rise donc les allocations (i,j) - maximales, sous l'hypothese que les fonc- 
tions d'utilite sociale sont quasi concaves et diff6rentiables (w'ik (x) y represente 
la derivee partielle de wi par rapport a xk en x). 

Rappelons toutefois que la redistribution dont il est ici question est abstraite 
en ce sens qu'il n'est fait aucune reference a la contrainte de budget. L'(i, j) - 
maximum est un instrument d'analyse du fonctionnement du systeme social et 
non la description d'un comportement individuel. 

Proposition 1. On suppose que wi est diff6rentiable et quasi concave quel que 
soit i E N. Alors, pour qu'une allocation x E X soit (i, j) - maximale, il faut et 

ilsuffitque: x = 1 ;et,oubien xv = O,oubien w'(x ) 'X ik(x ) 
k N 

pour tout k E N. 

La notion d'(i, j) - maximum est illustr6e graphiquement dans la figure 1. On 
y considere un systeme social comprenant trois agents. Le triangle represente 
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3 

l'ensemble K3 = {x E 11 x = 1 } c S3. On y a dessine la carte d'indiff- 
1 = I 1=1 

rence de l'agent 3, sous la forme de cercles concentriques, dont le centre x3 est 
le maximum de w3 dans S3. Le lecteur pourra verifier par lui-meme que: 1'en- 

semble M31 des (3, 1) - maxima, est la surface triangulaire 02 x3 03 ; M32 est la 

surface triangulaire 01 x3 03 ; M33 est la surface triangulaire 01 x3 02 On remar- 

que de plus que : M3 = {x3} ; UJM3j = K3 ; M3j est ferme dans K3 
j EN j N 

pour tout j. 

Graphique 1. 

03 

02 01 

Ces demieres proprietes sont tres generales et fort utiles. On les a rassem- 
blees dans la proposition suivante, demontree en annexe. 
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Proposition 2. Supposons que wi est continu quel que soit i. Alors, Mij est un 

sous-ensemble ferme de Kn = {x X E xi = 1 } pour tout (i,j) e N x N. 
iE N 

Si de plus wi est differentiable et quasi concave quel que soit i, alors, pour tout 

i E N : . Mij = K,; (n Mij est l'ensemble des maxima de wi dans S,. 
jEN jEN 

Graphe des desirs redistributifs 

On appelle graphe des desirs redistributifs en une allocation x, et on note y(x), 
l'ensemble des couples d'agents distincts (i, j) tels que x est (i, j) - maximale. 
formellement: y (x) = { (i,j) E N x NI i j, x E Mj} . 

Une structure particuliere des graphes des desirs redistributifs, les circuits, va 
jouer un role important dans la discussion des problemes d'existence. Nous 
posons done les trois definitions suivantes. 

Un circuit de N x N et une suite ((i, jk) ) 1 Sk <m de couples d'agents, deux 

a deux distincts, telle que: ik jk quel que soit k; jk = ik+ pour tout 

k { 1, ...,m-1 } ; jm= i (par exemple : ((1,2), (2,1)); ((1,2), (2,3), (3,1)) 
etc). 

Un circuit du graphe des ddsirs redistributifs en x est un circuit 

((ik, jk)) 1 k m de N x N dont les elements appartiennent a y(x). En d'autres 

termes, x E Mikj pour tout k appartenant a { 1,..., m} . 

Un circuit ( (ik,jk) ) <k<m de yx) est dit strict si, de plus, x n'est (ik, ik)- 

maximale pour aucun k { 1, ..., m}. En d'autres termes, xe Mi k et 

x E M ik pour tout k E { 1, ... m} . 

C'est la notion de circuit strict que nous utiliserons dans ce qui suit. La carac- 
terisation de l'(i, j)-maximum foumie plus haut va nous permettre d'en donner 
une interpretation simple. Considerons, en effet, une allocation x et supposons 
sans perte de generalite que y(x) contient un circuit strict ((1,2), (2,3), (3,1)), 
c'est-a-dire que x E M12(M23(M31 et x n'appartient ni a Ml1, ni a M22, ni 
a M33. Notre caracterisation de 1'(i, j)-maximum entraine alors qu'en x, 

l'agent 1 souhaite diminuer sa consommation pour accroitre celle de l'agent 2, 

qui souhaite faire de meme au profit de l'agent 3, qui souhaite faire de meme au 

profit de l'agent 1. 

La figure 2 foumit un exemple graphique de circuit strict. On y considere, 
comme dans la figure 1, un systeme social de trois agents. L'agent 1 est indiffe- 
rent envers 2 et 3: sa fonction d'utilite sociale w1 est la premiere projection 
(x-, x2, X3) 

-- x1 ; la carte d'indiff6rence associee est faite de segments paral- 
leles a 02 03, et le maximum xl de w1 dans K3 est 01 = (1, 0, 0). Les agents 2 et 
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3 sont indiff6rents a l'egard de 1 et tres bienveillants l'un pour l'autre. La carte 
d'indiff6rence de 2 (resp. 3) est formee de cercles concentriques dont le centre 
x2 (resp. x3) est le maximum de w2 (resp. w3) dans K3. Le lecteur pourra verifier 

par lui-meme que y(x) contient le circuit strict ((2,3), (3,2)) en tout point x de 
l'int6rieur relatif de la surface x2 Ax1 B x3. 

Graphique 2. 

03 

x2 

A 

B 02 

Relation de preference sociale et optimum social 

Nous arrivons a present au couple des concepts normatifs. Comme plus haut, 
le second, l'optimum social, est deriv6 du premier, la relation de preference 
sociale (RPS). Nous allons donc les presenter dans l'ordre logique, en dega- 
geant au passage les relations tres fortes qui unissent le couple normatif RPS-opti- 
mum social, au couple positif (i, j)-maximum-graphe des desirs redistributifs. 
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Relation de pref6rence sociale 

La RPS est une relation binaire, not6e R, et definie sur X de la maniere sui- 
vante : x R x' s'il existe i E N tel que wi (x) > wi (x') et xk > x'k pour tout k 
distinct de i. En d'autres termes, une reallocation est une amelioration, du point 
de vue de la RPS, si elle accroit le bien-etre social d'un agent i sans diminuer le 
bien-etre prive des autres agents. 

La RPS n'est ni reflexive, ni transitive, ni meme acyclique. (On rappelle 
qu'une relation binaire R definie sur un ensemble X est acyclique si elle ne pos- 
sede pas de cycle, un cycle de R etant une suite (xk)k = .. m d'elements de X 
telle que : xk+ R xk pour tout k appartenant a { 1, ..., m 1} ; xR xl). 

La proposition 3 ci-apres (demonstration en annexe) met en evidence une 
relation entre circuits stricts et cycles. On y etablit en effet que, sous les hypo- 
theses de differentiabilit6 continue et quasi-concavit6 des fonctions d'utilite 
sociales individuelles, l'existence d'un circuit strict dans un graphe des desirs 
redistributifs implique celle d'un cycle de la RPS. 

Proposition 3. Si wi est continiument differentiable et quasi concave pour tout i, 
et s'il existe une allocation x telle que y(x) contient un circuit strict, alors R pos- 
sede un cycle. 

L'intuition sous-jacente a ce resultat decoule tres directement de l'interpreta- 
tion d'un circuit strict donnee plus haut. On rappelle, en effet, que le fait que 
y(x) contienne un circuit strict signifie que, en x, chaque agent du circuit sou- 
haite diminuer sa consommation au profit de l'agent qui le suit dans le circuit. 
On peut ainsi, en prelevant une quantit6 de bien suffisamment petite sur l'un 

quelconque des agents du circuit, et en faisant circuler cette quantite de main en 
main le long du circuit, construire, a partir de x, une suite d'allocations formant 
un cycle pour la RPS. 

C'est ce que nous avons fait, par exemple, dans la figure 2, avec les points C 
et D. On rappelle que y(C) et y(D) contiennent tous deux le circuit strict ((2,3), 
(3,2)). On passe de C a D (resp. D a C) par un transfert de 2 vers 3 (resp. 3 
vers 2) qui laisse inchangee la consommation de 1, et accroit le bien-etre social 
de 2 (resp. 3), ce qui implique C R D R C. 

Signalons pour terminer que la reciproque de la proposition 3 n'est pas vraie, 
c'est-a-dire qu'en general l'existence d'un cycle de la RPS n'implique pas celle 

d'un circuit strict dans un graphe des desirs redistributifs. 

Optimum social 

Un optimum social est, par d6finition, un element maximal de la RPS dans 

l'ensemble des allocations realisables, c'est-a-dire un element x* de S, tel que 
l'on n'ait x R x* pour aucun autre element x de Sn. C'est, en d'autres termes, une 
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allocation realisable telle qu'il n'est pas possible d'accroitre le bien-etre social 
d'un agent quelconque i, sans diminuer le bien-etre prive d'un agent distinct de i. 

On note M l'ensemble des optima sociaux. 

II resulte des d6finitions de l'optimum social et de l'(i, j)-maximum qu'une 
allocation est un optimum social si, et seulement si, elle est (i, i)-maximale pour 
tout i. On a donc M = ( Mii ce qui va nous permettre d'illustrer graphique- 

iE N 

ment la notion d'optimum social dans le cas d'un systeme social de trois agents. 

C'est l'objet de la figure 3. La carte d'indiff6rence de l'agent i est formee de 
cercles concentriques, dont le centre xi est le maximum de wi dans K3. L'ensem- 

3 

ble M = (Mii des optima sociaux de ce systeme social est la surface hexa- 
i=1 

gonale x A x2 B x3 C xl 
Graphique 3. 

03 

02 

Optima de Pareto 

L'optimum social ainsi defini est le concept pertinent pour l'analyse des pro- 
prietes normatives de notre systeme social, comme on le verra en IV. 
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II est n6anmoins interessant, pour clore cette liste de definitions, de traduire 
dans le cadre conceptuel de ce modele les notions paretiennes de < maximum 

d'ophelimit6 pour une collectivite6 et <<maximum d'utilite pour une 
collectivite >>, brievement evoquees en introduction. 

On rappelle que, dans le cadre simple que nous examinons ici, d'un systeme 
social ou n'existe qu'un seul bien de consommation, l'ophelimite paretienne, 
que nous appelons egalement bien-etre prive, se confond avec la consommation 
individuelle. Quant a l'utilite paretienne, elle correspond a notre notion de bien- 
etre social individuel. 

Des lors, un << maximum d'ophelimit6 pour la collectivit >>, que nous appel- 
lerons plus brievement optimum prive de Pareto (OPP) est un element de 

n 

Kn = {x X x1 = 1 }, c'est-a-dire une allocation qui epuise la dotation 
i=1 

initiale agrege de la collectivit6. C'est, en d'autres termes, une allocation reali- 
sable telle qu'il n'est pas possible d'accroitre le bien-etre prive d'un agent sans 
diminuer celui d'un autre. 

De meme, un << maximum d'utilit6 pour la collectivit >>, que nous appelle- 
rons optimum social de Pareto (OSP), est une allocation realisable telle qu'il 
n'est pas possible d'accroitre le bien-tre social d'un agent sans diminuer celui 
d'un autre, c'est-a-dire, formellement, une allocation x de Sn telle qu'il 
n'existe aucune autre allocation x dans S, pour laquelle: Wk (x) > wk (x ) pour 
tout k E N et wi (x) > wi (x ) pour au moins un i E N. 

On obtient ainsi trois notions distinctes d'optimalit6, l'optimum social, 
l'OPP et l'OSP, que l'on va, pour terminer, brievement comparer deux a deux. 

On remarque tout d'abord qu'un optimum social est necessairement un OPP, 
du fait de la croissance stricte de wi en xi pour tout i et de la divisibilite du bien 

de consommation (M = f( Mii et proposition 2). Formellement, on a, pour 
ie N 

les systemes sociaux decrits en II: M c Kn. 
Un OSP, par contre, n'est pas necessairement dans Kn. La malveillance est la 

source de cette incompatibilit6 potentielle entre les deux criteres paretiens d'op- 
timalite. Si, en particulier, les agents d6crits plus haut sont de plus non mal- 
veillants, alors tout OSP est un OPP (une condition suffisante moins restrictive, 
la non-saturation locale du preordre de Pareto, est proposee dans l'article de 
T. Rader [1980]). 

Il n'existe, enfin, aucune relation simple entre OSP et optimum social, hor- 
mis dans le cas tres particulier d'un systeme social comprenant deux agents seu- 
lement (J. Mercier Ythier [1989], p. 111-112, et 1991). On constate ainsi, par 
exemple, que l'ensemble des optima sociaux de la figure 2 est reduit au point 
x= 0=, et donc, en particulier, contenu au sens strict dans l'ensemble des 

optima sociaux de Pareto qui forme la surface triangulaire xl rx3. Symetrique- 
ment, l'ensemble des optima sociaux de la figure 3, c'est-a-dire la surface hexa- 

gonale xlAx2Bx3C, contient, au sens strict, l'ensemble des optima sociaux de 
Pareto (la surface triangulaire x1x2x3). 
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EQUILIBRE SOCIAL ET OPTIMUM SOCIAL 

Nous allons, a present, caracteriser l'equilibre social a l'aide des concepts 
precedents. 

On rappelle qu'un equilibre social est un vecteur-dons t* tel que pour tout i, 
t maximise wi (x ( (t /i, ti)) dans: { ti Ti| co + At (tn/i, ti) E Xi} 

On appelle de plus graphe des dons en t e T, et on note g(t), l'ensemble 
{ (i,j) E NxN ti j>O} . 

Le theoreme 1 presente ci-apres et d6montre en annexe caracterise l'equilibre 
social a l'aide de l'optimum social (condition d'optimalite) et du graphe des 
desirs redistributifs (condition de complementarite). 

Theoreme 1. Si t* est un equilibre social, alors: x(t ) E M (optimalite) et 
g(t ) c y (x (t )) (complementarite). Reciproquement, si, pour tout i, wi est 
quasi-concave et differentiable, et si w' (x) 2 w' i (x) des lors que xi = 0, alors 
tout vecteur-dons t E T tel que, x (t ) Met g (t ) c (x(t )) est un qui- 
libre social. 

Nous allons successivement decrire l'intuition sous-jacente a ce resultat, puis 
illustrer graphiquement ce dernier. 

La demonstration du th6oreme 1 repose pour l'essentiel sur les trois faits 
suivants: les contraintes de budget sont verifiees en x(t*) puisque 
x (t ) = (oi + Ait ) ; sous les hypotheses de croissance stricte de wi en xi 
et de divisibilite du bien de consommation, une allocation est (i, j)-maximale 
seulement si elle appartient a K, et est telle que l'agent i, place en x , ne sou- 
haite (du point de vue de wi) ou ne peut (contrainte xj > 0) redistribuer au detri- 
ment de j dans Kn; sous les hypotheses additionnelles de quasi-concavite et 
differentiabilit6 des fonctions d'utilit6 sociales, cette condition caracterise l'(i, 
j)-maximalit6 (proposition 1). 

Le theoreme apparait ainsi comme une consequence immediate de la d6fini- 
tion d'un equilibre de Nash et de la caracterisation d'un (i, j)-maximum. 

Le systeme social decrit dans la figure 4 est le meme que celui de la figure 3: 
la carte d'indiff6rence de l'agent i est faite de cercles concentriques, dont le cen- 
tre est le maximum x' de w' dans Sn. On va y illustrer le theoreme 1, en y cons- 
truisant la correspondance qui, a chaque element x de K3, associe l'ensemble 
Q(x) des vecteurs-dotations to = (to, (02, C)3) E [R, qui soutiennent x comme 
allocation d'equilibre. II resulte du theoreme 1 que: Q (x) = 0 si x e M; 
Q2(x) = coe R 313t Ttel que g(t) cy(x) et x = 

(oi)+Ait) i } si 
xE M. Pour chaque x e M, il suffit done de connaitre y(x) pour determiner 
Q(x). L'ensemble y(x) possede treize valeurs distinctes dans M. Nous allons 
nous interesser a quatre d'entre elles, et construire Q(x) pour chacune de celles- 
ci, laissant au lecteur le soin de poursuivre cet exercice. On a: y(x) = 0 en 
tout point de l'interieur relatif de M dans Kn (c'est-a-dire en tout point de l'inte- 
rieur de la surface polygonale x Ax2 B x3 C xl); y(x3) = { (3,1), (3,2) } ; 
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y(x) = (3,2) } en tout point du segment ouvert ]x3C[; 
y(C) = { (3,2), (1,2)}. D'apres le theoreme 1, si x est une allocation 
d'equilibre, si t est l'equilibre, et si tij > 0, alors, (i, j) E y (x) . En d'autres ter- 
mes, y(x) donne la structure des dons potentiels lorsque x est l'allocation d'equi- 
libre. Il en resulte immediatement que: Q (x) = {x} en tout point de 
l'interieur relatif de M; Q(x3) est la surface x3 E'03E"x3 ; Q(x) est le segment 
parallele h 0203, reliant x a 0103, quand x appartient au segment ouvert ]x3, C[ 
(par exemple : Q(G) = [G, G']); Q2(C) est la surface triangulaire C C' C". 

Graphique 4. 

03 

01 02 

Remarquons, pour terminer, qu'il suffit d'inverser la correspondance Q pour 
obtenir la correspondance d'equilibre qui, a chaque vecteur-dotations o, associe 
1'ensemble des allocations d'equilibre associ6es. La correspondance d'equilibre 
de la figure 4 possede deux proprietes remarquables : ses valeurs sont non vides 
(existence) et reduites a un seul point (unicite). Ni l'une ni l'autre de ces pro- 
prietes ne sont generales. I1 est aisC, en effet, de construire des contre-exemples 
a l'unicit6 (6quilibres multiples, continuum) comme a l'existence. 

La question de l'unicite ne nous retiendra pas ici. Les problemes d'existence 
font l'objet de la section suivante. 
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EXISTENCE D'UN EQUILIBRE SOCIAL 

Les problemes particuliers que pose l'existence d'un equilibre social sont 
illustr6s dans la figure 5. L'agent 1 est indiff6rent envers 2 et 3: sa fonction 
d'utilit6 sociale w1 est la premiere projection (x1, x2, x3) -* x1 ; la carte d'in- 

diff6rence associee est faite de segments paralleles a 0203, et le maximum x1 de 
w1 dans K3 est 01 = (1, 0, 0). L'agent 3 et indifferent a 1 et tres bienveillant 

pour 2 ; sa carte d'indiff6rence dans K3 est faite de cercles concentriques dont le 

centre x3 est le maximum de w3 dans K3. L'agent 2 est indiff6rent a 1 et bien- 
veillant pour 3: sa fonction d'utilit6, de type Cobb-Douglas, est w2: 

3 1 

(X, X2, XX3) -4 x4 ; le maximum de w2 dans K3 est x = (0, 3/4, 1/4). Le lec- 

teur pourra s'assurer a titre d'exercice que: Mll = K3, M12 = [01 03], 

M13 = [0O, 02] ; M22 est la surface triangulaire 01 x2 03, M23 est la surface 

triangulaire 01 2 02, M21 = [02, 03]; M33 est la reunion de la surface triangu- 
laire Ax302 avec le segment [A, 01], M32 est la surface x3 A 01 03 x3, et 

M31 = [02, 03]. I1 en resulte notamment que: M est la surface triangulaire x2C 

x3 ; T(x) contient le circuit strict ((2,3), (3,2)) en tout point de l'interieur relatif 
de la surface triangulaire A 01 C. 

On constate que, pour ce systeme social, aucun equilibre n'existe pour les 
vecteurs-dotations situes dans la surface triangulaire BO1D privee du segment 
BD. Considerons, par exemple, le vecteur o. Comme 1 est indifferent a 2 et 3, 
qui sont indifferents a 1, l'on doit avoir x1 = o1 l'equilibre, c'est-a-dire que 
l'allocation d'equilibre doit etre situee sur le segment [E, H]. Or, toutes les allo- 
cations de [E, G[ sont (3,2)-maximales sans etre (3,3)-maximales, de sorte 
qu'en chacun de ces points, 3 souhaite diminuer sa consommation au profit 
de 2, et peut le faire puisque celle-ci est strictement positive. De meme, toutes 
les allocations de ]F, H] sont (2,3)-maximales sans etre (2,2)-maximales, si bien 
qu'en chacun de ces points, 2 souhaite diminuer sa consommation au profit 
de 3, et peut le faire puisqu'elle est strictement positive. Comme [E, G[ U ]F, 
G] = [E, H], il n'existe pas d'equilibre social. 

Ce contre-exemple pourra paraitre paradoxal au lecteur familiarise avec le 
theoreme general d'existence d'un equilibre pour une economie abstraite, du a 
Debreu [1952]. Un examen attentif des hypotheses de ce derier fait apparaitre 
la cause de son echec dans l'exemple precedent : le fait que, dans certains cas de 
figure, les dons peuvent etre arbitrairement grands sans violer aucune contrainte 
ni affecter les comportements. C'est ainsi par exemple qu'en tout point (Co1, 
(2 + t32 - t23, 0)3 + t23 - t32) du segment [E, H], l'on peut accroitre simultane- 
ment t32 et t23 d'une meme quantite positive arbitrairement grande sans violer 
aucune contrainte a priori sur la consommation ou les dons, et sans modifier les 
contraintes de budget. Dans le cas de la figure 5, cette possibilite offerte aux 
agents de surench6rir a l'infini sur les dons d'autrui est concretisee par l'instabi- 
lite decrite plus haut, c'est-a-dire par l'inexistence d'un equilibre de Nash. 
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Graphique 5. 

?2 D H A 

On peut trouver au moins trois issues a ce probleme. 

La premiere consiste a supposer que les ensembles de transfert Ti sont com- 

pacts. C'est l'hypothese formulee par Kranich [1988], dont le modele est logi- 
quement equivalent au notre dans le cas particulier envisage ici (un seul bien de 

consommation). 11 est clair qu'alors le theoreme de Debreu s'applique. Cette 
solution presente toutefois deux inconvenients, a notre avis redhibitoires. Le 

premier est que l'existence repose alors de maniere cruciale sur une formulation 

particuliere des contraintes a priori, contingentes par nature. Le second est 

qu'en consequence, l'equilibre ainsi obtenu pourra etre tres artificiel. La carac- 
terisation de 1'equilibre social proposee dans le theoreme 1, en particulier ne 
sera plus valide. 

Les deux autres solutions que nous envisageons procedent d'une meme 
constatation : le fait qu'existe, a 1'evidence, une contrainte collective de compa- 
tibilite des dons. II est clair, en effet, que les dons arbitrairement grands evoques 
plus haut, envisageables pour les individus puisqu'ils verifient les contraintes a 

priori et les contraintes de budget, sont n6anmoins collectivement 
irrealisables: ce sont des dons < nominaux > ou < inflationnistes > car leur 
realisation physique est impossible (songer, par exemple, au cas ou: 
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t32 = t23 = 2> (i = 1). or, il n'existe aucun mecanisme dans notre sys- 
ie N 

teme social, qui puisse transmettre cette contrainte collective aux agents indivi- 
duels (et notamment aucun mecanisme de prix, contrairement a ce que l'on 
constate par exemple dans le modele de Bergstrom, 1970, oiu les transferts 
volontaires sont coordonnes par des prix personnalises). On est donc place 
devant une alternative simple: ou bien supposer que chaque agent prend en 
charge individuellement la contrainte collective; ou bien formuler une hypo- 
these destinee a garantir, en substance, qu'aucune guerre des dons ne viendra 
alimenter l'inflation des dons evoquee ci-dessus. 

La premiere branche de l'alternative est notre seconde solution au probleme 
d'existence. Elle permet en effet, sous des hypotheses faibles, d'appliquer le 
theoreme de Debreu (en bomant les dons, notamment). Cette solution presente 
toutefois un inconvenient important. La nature tres contingente et pratique de la 
contrainte de compatibilit6 des dons ne permet pas de decrire cette derniere de 
maniere a la fois abstraite et precise. Le resultat du fonctionnement du systeme 
social sera donc, a l'image de la contrainte de compatibilit6, contingent, c'est-a- 
dire impossible a caract6riser de maniere simple et abstraite. La caracterisation 
proposee dans le theoreme 1, en particulier, ne sera plus valide. 

C'est la troisieme solution que nous avons donc choisie de developper dans 
le theoreme 2. 

On y demontre qu'un equilibre social existe quelle que soit la distribution 
initiale de la richesse, des lors que les graphes des desirs redistributifs ne con- 
tiennent pas de circuit strict, c'est-a-dire, en substance, des lors que toute 
< chaine de bienveillance active >> d'un graphe quelconque y(x) se termine par 
un agent < absorbant > qui, en x, n'est dispose a diminuer sa consommation au 
profit de personne. 

On etablit de plus que cette condition suffisante pour l'existence d'un equili- 
bre social est satisfaite des lors que chaque personne prefere < marginalement > 
sa propre ophelimit6 a celle de toute personne plus riche qu'elle meme, c'est-a- 
dire formellement, des lors que w'ii (x) > w' ij (x) pour toute distribution x telle 
que xj 2 xi. 

Le theoreme est demontr6 en annexe. 

Theoreme 2. Soit un systeme social verifiant les hypotheses de la section II et tel 
que pour tout i: wi est diff6rentiable et quasi concave; w'ii (x) > w'i (x) pour 
tout j des lors que xi = 0. Alors, pour qu'un equilibre social (resp. un optimum 
social) existe, il suffit qu'aucun graphe des d6sirs redistributifs ne contienne de 
circuit strict. II suffit, en particulier, que w'ii (x) > w'ij (x) pour tout couple (i, 
j) et toute distribution x tels que xj 2 xi. 
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GENERALISATION 

La multiplicite des biens de consommation entraime deux consequences pour 
le fonctionnement de notre systeme social: la possibilit6 de l'echange; et 
l'existence possible de desirs tutelaires, c'est-a-dire d'une sensibilite d'un agent 
a la structure de la consommation d'un autre agent. 

Nos concepts, resultats et methodes de demonstration se g6neralisent sans 
difficult6 au cas d'une economie de don et d'echange, sous reserve de l'6limina- 
tion, par une hypothese adequate, des desirs tutelaires des preferences sociales 
des agents (Jean Mercier Ythier [1989 et 1991]). 

De maniere plus precise, chaque agent i est a present dote de deux fonctions 
d'utilit6 : une fonction d'utilite privee xi -- ui (xi), definie sur son ensemble de 
consommation Xi, sous-ensemble de l'espace des biens IR ; une fonction d'uti- 
lite sociale (x1, ..., x,) -- w (ut (xl), ..., u, (x,)) definie sur l'ensemble des 

allocations, strictement croissante en ui, depourvue de desirs tut6laires, mais 

compatible avec la bienveillance, la malveillance ou l'indiff6rence. 

I1 est aise de transposer a ce nouveau cadre d'analyse les d6finitions donnees 
en II et III, et en particulier celles de l'equilibre social: 1'(i, j)-maximum et le 

graphe des desirs redistributifs; la RPS et l'optimum social; l'OPP (optimum 
prive de Pareto, ou maximum d'ophelimite pour la collectivite) et l'OSP (opti- 
mum social de Pareto, ou maximum d'utilite pour la collectivite). 

Le second th6oreme fondamental de l'economie du bien-etre permet alors d'iden- 

tifier, en tout OPPx*, la distribution du bien-etre prive (u1 (x ), ..., un (xn)) a la 

distribution de la richesse consommee (p x1 ..., p xn ), en utilisant pour ce faire 

le vecteur-prix p* soutenant l'OPP *. On retablit ainsi localement l'identite du 
bien-etre et de la richesse consommee, rompue par la multiplicite des biens. 
L'on montre par ailleurs qu'en l'absence de desirs tutelaires, un (i, j)-maximum 
est un OPP. La transposition de nos resultats au cas general resulte aisement de 
ces deux faits simples. 

L'introduction des desirs tutelaires dans les preferences sociales des agents 
pose par contre un serieux probleme logique. Dans le fonctionnement de ce sys- 
teme social, calque sur le jeu non cooperatif de Nash, tout se passe en effet 
comme si chaque agent croyait que ses dons etaient consommes par les reci- 

piendaires. Or cette pseudo-croyance ne peut constituer un guide efficace de 
l'action pour un agent qui nourrirait des desirs tutelaires, car une telle personne 
s'efforcerait alors de modifier par ses dons la structure de la consommation du 

recipiendaire, sans grande chance d'y parvenir puisque ce derier dispose, par 
ailleurs, a sa guise des ressources qu'il possede (en les vendant, jetant, donnant 
ou consommant) quelle que soit l'origine de son droit de propriete sur ces res- 
sources (dotation initiale, achat ou don). 

Signalons pour terminer deux issues envisageables a ce probleme logique. La 

premiere consiste a coordonner les choix a l'aide de prix personnalises de Lind- 

942 

This content downloaded from 193.49.199.32 on Wed, 28 Jan 2015 10:06:36 AM
All use subject to JSTOR Terms and Conditions

http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp


Jean Mercier Ythier 

hal. La seconde, qui preserve notre description du systeme social, consiste a 
doter chaque agent de trois fonctions d'utilit6: sa << vraie > fonction d'utilit6 
sociale, indice ordinal de bien-etre social, exhibant eventuellement des desirs 
tutelaires; sa fonction d'utilite sociale operationnelle, guide de l'action, 
depourvue de desirs tutelaires; sa fonction d'utilite privee. 

CONCLUSION 

Les proprietes d'optimalite et d'existence de l'equilibre general de dons indi- 
viduels apparaissent, en conclusion, comme l'exact reflet des caracteristiques 
elementaires de ce type de dons, et en particulier du fait qu'ils procedent de 
decisions privees independantes. 

Le lien social est ici un pur lien moral, un sentiment bienveillant ou charita- 
ble, alors qu'il prend, dans le systeme paretien, la double forme d'un lien moral 
et, dans l'esprit de la theorie de la valeur d'echange, d'un lien contractuel, mani- 
feste par la recherche collective (guidee le cas echeant par un mecanisme de 
prix adequat) du meilleur accord possible entre les points de vue des personnes 
subjectivement et materiellement interessees a la redistribution de la richesse. 

I1 est clair, en particulier, que l'acte du donateur independant, mu par un sen- 
timent qui lui est propre, et agissant librement dans les limites que lui impose le 
droit de propriete, est susceptible de contrarier les souhaits ou intentions d'une 
tierce personne (notre optimum social n'est pas un optimum de Pareto), voire du 
beneficiaire du don (la consequence peut alors etre, dans certains cas, une 
< guerre de dons >, c'est-a-dire une situation d'inexistence de l'equilibre, ou, si 
l'on prefere, l'impossibilite d'accorder les points de vue des donateurs indepen- 
dants). 

C'est son caractere de decision unilaterale ou independante qui, ici, comme 
d'ailleurs nous semble-t-il dans le sens commun, distingue en definitive le don 
de l'echange, voire parfois, dans tel cas d'espece, les oppose. 
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ANNEXE MATHEMATIQUE 

PROPOSITION 1 

Proposition 1. On suppose que oi est differentiable et quasi concave quel que 

soit i e N. Alors, pour qu'une allocation x E X soit un (i, j)-maximum il faut 

etilsuffitque: xk = 1 ;et,oubien xj = 0,oubien w ij(x) >w'ik (x) 
keN 

pour tout k E N. 

Demonstration. On remarque tout d'abord qu'une allocation x* est (i, j)-maxi- 
male si et seulement si elle resout le programme: 

Max {wi(x) 1- ,xk>0,xk>xkVk?j} 
xeX keN 

On remarque par ailleurs que: wi est differentiable; les fonctions x -- 1- 

x et x -> xk - x qui definissent les contraintes sont diffdrentiables et 
keN 

quasi concaves et n'ont pas de point stationnaire dans le domaine qu'elles 

delimitent; si, enfin, xj > 0, ce domaine possede un point interieur dans R . I1 

resulte donc des th6oremes d'Arrow-Enthoven (1961) que les conditions de 
Kuhn et Tucker associees au programme ci-dessus sont necessairement verifiees 

en x, si x E Mi et si xj > 0. Plus precisement, si x E Mij et xj > 0, alors, il 

existe a E R+ et [ e [E : tels que: 

w' ik (x ) + Pk = a pour tout k E N 

1- xk >0, (1 - xk) =0 
keN k N 

x> >0,x =0 

Comme wi est strictement croissante en xi, on a n6cessairement = 0 et 

1 - xk = 0 dans le systeme ci-dessus. Comme par ailleurs >. > 0 par 
-e N 

hypothese, on a egalement Pj = 0. Le systeme ci-dessus se reduit donc aux deux 
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conditions necessaires suivantes: 1 - = 0 ; et w i (x) W'ik (X 
kEN 

pour tout k E N. 

Comme de plus wi est quasi concave, une allocation x e X verifiant les 
deux conditions ci-dessus est necessairement solution du programme 

Max {w (x)I 1- dxk?O,x?x xVk?j} , et donc (i, j)-maximale 
kEN 

x( X 

(Arrow-Enthoven [1961]). 

Comme enfin, 'a 1'evidence, M c K = {xe X Xi Xk = 1} (croissance 
kEN 

stricte de wi en xi et divisibilite), il nous suffit de prouver, pour terminer, que 
{xE Kx1=0} Sii Xsi c K, est telle que xj = 0, l'ensemble 

{x e Xi- Xk ?0, Xk ? Xk Vk:# ?]} est evidemment reduit an poit x ,qui 
kEN 

et donc un (i, j)-maximum. CQFD. 

PROPOSITION 2 

Proposition 2. Supposons que wi est continue quel que soit i. Alors, Mij est un 

sous-ensemble ferme' de Kn = {xE Xj xi = 1} pout tout (i,j) e N x N. 
iE N 

Si de plus wi est diff6rentiable et quasi concave quel que soit i, alors, pour tout 

i E N: V)Mi = Kn; (T Mi1 est l'ensemble des maxima de wi dans S,. 
jEN jEN 

Demonstration. On sait djija que Mi1 c K, pour tout (i, j) e N x N. 

Montrons tout d'abord que M1j est fermi quel que soit (i, j). Soit 

(Xq) q E 
une suite d'elements de M1j convergente en x*. On a necessaire- 

ment x E Kn. Supposons que x* e Mij, i.e. qu'il existe i e Kn, telle que: 

w, - (x) > t, (x*) et xk ? x pour tout k ;ej. Alors, par continuit' de wi, ii existe 

O E K, tel que wi (x 0) > w, (x*) et x 0 > x* pour tout k ?j. Et donc, ii existe n k 
k~~~~ .kpu ou je w 1)> ~ x) 

qo E N tel que, pour tout q?qo >X pour tout k?et wi(A4)>w, (x*) 
une contradiction. 
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Montrons ' present que Kn c ) Mii Soit x* E K,. Si 
* 

= 0, alors 
kEN 

x E Mij (proposition 1). Supposons done x* > OVk e N ,et notons j un ele- 
ment de N tel que w', (x*) > 

W'ik (x*) pour tout k E N (il existe evidemment 

au moins un tel j). 11 resulte alors de la proposition 1 que x* e Mj1, ce qu'il fal- 
lait demontrer. 

Montrons, pour conclure, que (-) M.i est l'ensemble des maxima de wi dans 
jEN 

Sn, On note A ce dernier. Il resulte immediatement de la d6finition d'un (i, j)- 

maximum que Ac qM i. Soit, 'a present x* une allocation (i, j)-maximale 
jE N 

pour toutj. Ii resulte de la proposition 1 que : x* e K ; et il existe un reel c > 0 

tel que w'ij (x ) = c pour tout j E N tel que xj w > 0. Mais alors les theor&- 
mes d'Arrow-Enthoven impliquent que x* maximise wi dans Sn-.CQFD. 

PROPOSITION 3 

Proposition 3. Si w, est continfiment diff6rentiable et quasi concave pour tout i, 
et s'il existe une allocation x telle que y(x) contient un circuit strict, alors R pos- 
sede un cycle. 

De'monstration. Soit ( (ik9jk)) 1? k< m un circuit strict de y(x*). On peut poser 
sans perte de genraliti k = k, jk = k + 1 pour tout k E {1, ..., m - 1} , in=m, 

Iml= 1.On a donc x E Mkk+l et x o Mkk pour tout k=l .., m I 
x* EMmi et x* O Mmm* 

Ii re'sulte de La proposition 1 et du fait que x 0 Mkk quel que soit k, que 
x >0 pour tout k= 1 .., m. L'on d6duit alors de la proposition 1 que: 

W kk (X) < W'kk I (X) pour tout k = 1,...r m - I et w'mm (x) < W'ml (x) 

(l'inmgalite est stricte car x o Mkk). 

Soient k E { 1... m - 1 et E E R+1 On note xk(?) I'allocation definie par: 

x k(E) = X* - E, x k k t i# 1 , k + 1, +I X*+ + F-, x. (E) = x.por o 

c est-i-dire l'allocation obtenue A partir de x* en transf6rent C de 1 A k + 1. On 

pose de plus xn" = xA = A . La suite (xk) , m est done obtenue en faisant cir- 
euler ? unites de la consommation de 1, d'agent en agent le long du circuit, jus- 

qu a ce qu'elles retoument A 1. La suite (xk) 0 1 k rm est bien definie pour tout 

?? Min x* (on rappelle que Min x >0). 
I?k?m I?k?m 
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Posons gk(e) = Wk(X (E)) -Wk(X (E)), pour ke {1,...,m}. 

Notons g'k (E) la derivee de gk en e. On a: 

'1 (?) = w'12 (X? () ) -w' 11( (1)) 

g8k() = Wkk+l (x())- kk (x- (?)), k = 2,..., m- 

g () = W ml (Xm -(?)) -Wi mm(Xm (E)) 

Mais alors il resulte des inegalites etablies plus haut que g'k (0) > 0 pour tout 
k= 1 ..., m. Des lors, il existe a>0 tel que g'k() >0 pour tout 
?E [0, a [ettout ke {1, ..., m} (diff6rentiabilite continue des fonctions 
d'utilite sociales). En d'autres termes, les fonctions gk sont toutes strictement 
croissantes dans [0, a[. Comme par ailleurs gk (0) = 0 pour tout k, il existe donc 

Eo > 0 tel que pour tout k gk (?o) > 0. On en deduit que (xk (?)) < k<m est un 
cycle de la RPS. CQFD. 

THEOREME 1 

Theoreme 1. Si t* est un equilibre social, alors: x(t*) E M(optimalite) et 

g (t*) c y (x (t*)) (complementarite). R6ciproquement, si, pour tout i, wi est 

quasi concave et differentiable, et si w'ii (x) > w' ij (x) des lors que xi = 0, alors 

tout vecteur-dons t* E T tel que, r(t ) E M et g(t*) cy(x(t*)) est un 
equilibre social. 

Demonstration 

(i) Montrons la premiere partie. Soient t* un equilibre social et x* l'allocation 
(i + At* ) iN = x (t*) . On veut montrer que: x* E M, i.e. est (i, i)-maxi- 

male pour tout i E N; g (t*) c (x) , i.e., t* > 0 => E Mi . Procedons 
par l'absurde. 

Supposons qu'il existe i E N tel que x* o Mii, et donc qu'il existe x e Kn 

telle que: Xk > xk pour tout k ? i, et wi (x) > wi (x*) . I1 est clair qu'alors il 

existe ti E Ti tel que x = x ( (t/i, ti) , une contradiction. 

Supposons ensuite qu'il existe (i, j) dans N x N tel que tj > 0 et x* Mi. 

Alors, il existe x E Kn telle que: Xk > x pour tout k j, et wi () > wi (x) . 

Mais alors il est clair qu'il existe ii e Ti tel que x = x ( (ti, ii) ), une contra- 
diction. CQFD. 

(ii) Montrons la seconde partie. Soit t* E T un vecteur-dons, et x* = x(t*) = 

(o)i+Ait*)iN l'allocation associee. On suppose que x E M et 
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g (t*) c y (x*) , et l'on veut montrer que t * est un equilibre social, c'est-'a-dire 

que t* maximise w1 = (x( (t,/i, ti) ) ) dans {ti E Til oi + Ab (t*/i, ti) E X} 
quel que soit i. On va utiliser pour cela la proposition 1 et les theoremes d'Ar- 
row-Enthoven. 

D'apres la proposition 1 et l'hypoth&se que w'i i (x) ? w'11 (x) pour tout (i,]j) 
et tout x tels que xi = 0, ,on a necessairement, pour tout (i, j): 

w ..(x*) >wj(x*) puisquex*e M;et (w'ii(x)- w'ij(x)) t, = Opuisque 

g (t*) cy(x*) 

Les conditions de Kuhn et Tucker caract6risent par ailleurs les solutions du 
programme de maximisation de l'utilit6 individuelle ecrit ci-dessus (Arrow- 
Enthoven). Elles s'ecrivent, en ti , pour chaque i : 

w (X(* ) . w (x*) +pj=O VjE N 

tijty, = 0, ?Oj 2 0, Vj E N 

6 x7 =o0, 68 o 

Sous l'hypoth6se, A nouveau, que w' j (x) w ij (x) pour tout (i,j)e t tout x tels 
que xi = 0, le syst*me se r6duit aux conditions n6cessaires et suffisantes suivantes : 
pourtoutje N,w' (x*) ?w j(x*) et (wi (x*) -W..(X*))tt* = 0. D'oiila 
conclusion. CQFD. 

THEOREME 2 

The'oreme 2. Soit un systeme social verifiant les hypoth6ses de la section II et tel 
que pour tout i : wi est diff6rentiable et quasi concave; w'ii (x) ? w'ij (x) pour 
tout j ds lors que xi = 0. Alors, pour qu'un equilibre social (resp. un optimum 
social) existe, il suffit qu'aucun graphe des desirs redistributifs ne contienne de 
circuit strict. Ii suffit, en particulier, que w'ii (x) > w'1 j(x) pour tout couple (i, j) 
et tout distribution x tels que xj1? xi. 

Defmonstration 

(i) Montrons la premiere partie du theoreme. 

Soit x un element quelconque de Kn. On note (p () 1'ensemble 
{Ax E XI 3tE T tel que x = x (t), xi = 0 si x e M11, tij = O si X- Mij } .Par cons- 
truction, 0 (x) est un sous-ensemble, eventuellement vide, de Kn. On note tp 
la correspondance qui, 'a chaque eIement x de Kn, associe le sous-ensemble (p(x) 
deK On va montrer que, sous nos hypoth'ses : un point fixe de la correspon- 
dance (p est une allocation d'equilibre ; ep poss6de un point fixe. 
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Montrons tout d'abord que si x* E (p x *), alors x* est une allocation d'equi- 
libre, c'est-a-dire qu'il existe un equilibre social t* tel que x* = x(t*). Soit donc 
x e (p (x*). Par construction de (p, il existe t e T tel que = x (t*), x7 = 0 
si x Mii, tij = 0 six Mij. Or x* K et xi = 0 implique x e Mii 1 tii Or * E K M 
(proposition 1). Donc x e M, g (t ) cy(x ) , et l'on conclut grace au 
theoreme 1. 

Montrons a present que (p possede un point fixe. I1 suffit pour cela, d'apres le 
theoreme de Kakutani, de demontrer que les valeurs de (p sont non vides, com- 
pactes et convexes, et que (p est hemi-continue superieurement (hcs). Rappe- 
lons tout d'abord qu'etant donne x E Kn, les elements de (p (x) sont construits 

en appliquant au vecteur des dotations initiales un vecteur-dons t tel que, si 
x q Mii, l'agent i donne tout ce qu'il possede (coi + Ait = 0) a l'un au moins des 

agents auxquels il est relie dans le graphe y (x) des desirs redistributifs en x 

(puisque tij = 0 si x o Mij). Un instant de reflexion convaindra le lecteur que 

l'hypothese d'absence de circuit strict dans y (x) combinee au fait que 

Kn = )J Mij pour tout i (proposition 2) impliquent l'existence d'au moins un 
jeN 

tel vecteur-dons t, et donc que (p (x) ? (p quel que soit x e Kn. La compacite et 
la convexite des valeurs de (p sont par ailleurs immediates. I1 reste donc a prou- 
ver que (p est hcs. Considerons pour cela une suite convergent (xq, tq)q N d'ele- 

ments de Kn x T, tels que pour tout q, x (tq) E p (xq), et notons (x*, t*) sa limite. 

On veut montrer que x* e (p (x*). Or cela decoule immediatement du fait que 
sous nos hypotheses Mij est ferme pour tout (i, j) e N x N. CQFD. 

(ii) Montrons la seconde partie. On veut, de maniere plus precise, etablir que 
les graphes des desirs redistributifs ne contiennent pas de circuit strict des lors 
que w'ii (x) > w'ij (x) pour tout (i, j) et tout x tels que xj > xi. Supposons, au 
contraire, que cette demiere condition sur les fonctions d'utilite individuelles 
est verifiee, et qu'un graphe T(x*) contient un circuit strict ( (ik, jk) ) < k m On 

a alors necessairement, d'apres la proposition 1, x* > x > ... >x,, ce qui est 

contradictoire. CQFD. 

Fevrier 1993 
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