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Equilibre général de dons individuels

Jean Mercier Ythier

Nous étudions les propriétés d'un systéme social comprenant plusieurs
agents, possédant chacun une dotation initiale en un bien de consommation uni-
que (le revenu). Chaque agent est susceptible de consommer ou de donner tout
ou partie de la fraction de revenu qu'il possede a I'origine ou du fait d’'un don. Ses
préférences sont définies sur 'ensemble des allocations, et strictement croissan-
tes en sa propre consommation. Il choisit ses dons de maniére & maximiser son
utilité sous contrainte de ressource, en considérant les dons des autres agents
comme donnés. Un équilibre général de dons individuels est un équilibre de ce jeu
non coopératif de Nash. On étudie les propriétés normatives et positives de I'équi-
libre. On fournit en particulier une caractérisation de I'équilibre a l'aide d'un con-
cept original, I'(i, j)-maximum. La généralisation de ces résultats au cas d'une
économie comprenant plusieurs biens et un marché de concurrence pure est par-
faite est également discutée.

INTRODUCTION

Un bon point de départ pour cette étude peut étre trouvé dans le Traité de
sociologie générale de V. Pareto [1916]. L’auteur, soucieux d’étendre les
méthodes de 1’analyse économique a ’ensemble de la réalité sociale, modifie
ses concepts de deux manieres. Il remplace tout d’abord 1’ophélimité, ou satis-
faction retirée par un individu de sa consommation de biens marchands, par la
notion plus générale d’utilité, qui procéde, pour chaque personne, de ses con-
sommations privatives (ophélimité), de la jouissance de biens publics (« utilité
indirecte ») et de I’ophélimité des autres personnes. Puis il substitue 1’utilité a
I’'ophélimité dans la définition de son célebre optimum, intitulé a présent
« maximum d’utilité pour la collectivité » et ainsi distingué du « maximum
d’ophélimité pour la collectivité ».

Ces innovations ont connu un intéressant prolongement a partir du milieu des
années soixante, dans les études relatives aux redistributions pareto-optimales,
initiées par les contributions de Serge-Christophe Kolm [1966] et de Hochman
et Rodgers [1969]. Ces multiples travaux, recensés notamment dans les ouvra-
ges de Cazenave et Morrisson [1978], de Kolm [1984] et dans I’article de
L. Kranich [1988], traitent de I'extension du champ d’application du modele
walrasso-paretien d'échange et de production aux phénomenes de redistribution
volontaire en observant que la distribution du bien-étre (ophélimité) ou de la
richesse est, sous I’hypothese d’interdépendance « non paternaliste » des utili-
tés, formellement analogue a un bien public.
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Ces développements fournissent, dans un cadre d’équilibre général, des élé-
ments d’explication ou de justification a 1’existence de systémes publics de
redistribution de la richesse, en fondant ces demiers, conjointement, sur 1’exis-
tence de désirs redistributifs privés (sentiments « bienveillants »), et sur une
norme d’efficacité parétienne.

Le champ d’analyse du présent article est sensiblement différent, et en fait
largement complémentaire du précédent. Nous nous intéresserons en effet ici a
la redistribution volontaire privée, ou, si l’on préfére, au don individuel,
entendu comme décision individuelle de transférer a autrui, sans contrepartie,
une fraction de sa richesse personnelle. Nous retiendrons ainsi dans ce qui suit
I’hypothese d’interdépendance des utilités, sans préjuger d’ailleurs de la nature
des sentiments, « bons » ou « mauvais », qu’éprouvent les agents, et admettrons
que chacun peut, en toute indépendance, transférer a autrui tout ou partie de sa
richesse personnelle par un don individuel. Nous supposerons de surcroit, pour
simplifier I’analyse, que les donateurs individuels considérent comme négligea-
ble I'influence de leurs dons sur les comportements redistributifs des autres
agents (en termes techniques, nous étudions un jeu non coopératif de Nash).

L’analyse du fonctionnement de ce syst¢me social fait ressortir deux traits
saillants.

D’un point de vue normatif, en premier lieu, une allocation d’équilibre est
telle que I’on ne peut accroitre le bien-étre social d’un agent (son « utilité »)
sans diminuer le bien-€tre privé d’un autre (son « ophélimité »). Réciproque-
ment, toute allocation de ce type est une allocation d’équilibre pour certaines
distributions initiales de la richesse bien choisies.

L’existence d’un équilibre n’est pas toujours garantie, en second lieu, et 1’on
fournit des exemples de systemes sociaux ne possédant pas d’équilibre pour
certaines ou méme toutes les distributions initiales de la richesse. Cette exis-
tence de I’équilibre est assimilable a la présence d’une « guerre de dons » entre
certains agents. On montre, en particulier, qu’une condition suffisante pour
qu’un équilibre existe quelle que soit la distribution initiale de la richesse est
qu’aucun agent ne souhaite redistribuer en faveur de plus riche que lui.

Nous allons successivement définir (section II) notre systéme social dans un
cadre simple, ol n’existe qu’un unique bien de consommation, puis introduire
(section III) les concepts originaux indispensables a 1’analyse de ses propriétés,
fournir (section IV) une caractérisation des équilibres, et étudier (section V)
I’existence de ces derniers. La section VI discute brievement la généralisation
de nos résultats au cas d’un systeme social comprenant plusieurs biens de con-
sommation. Nous esquissons enfin, dans la conclusion, une comparaison de
’analyse de la redistribution volontaire privée présentée ici avec celle des redis-
tributions Pareto-optimales mentionnée plus haut.

926

This content downloaded from 193.49.199.32 on Wed, 28 Jan 2015 10:06:36 AM
All use subject to JSTOR Terms and Conditions


http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp

Jean Mercier Ythier

DESCRIPTION FORMELLE DU SYSTEME SOCIAL

Nous proposons dans cette section une définition simplifiée de notre syst¢me
social. Celui-ci comprend un nombre quelconque » d’agents, désignés chacun
par un indice / parcourant I’ensemble N = {1, ..., n}, et un bien de consom-
mation unique, non reproductible et parfaitement divisible, dont la quantité glo-
bale disponible est d’une unité.

On rappelle que I’extension des résultats des sections IV et V au cas général
d’un systeme social a biens de consommation multiples est brievement discutée
en section VI.

Systéme social

Les données fondamentales sont les contraintes a priori sur les décisions
individuelles en matiére de consommation et de don, les préférences qui guident
ces décisions, et la distribution initiale des droits de propriété.

Une consommation de 1’agent i est un nombre réel x;. L’ensemble de con-
sommation de I’agent i, X, qui représente les contraintes a priori sur la con-
sommation de , est un sous-ensemble de la droite réelle R. On suppose que X;
est égal a la demi-droite réelle positive R,. Une allocation est un élément x de

R". On note X' le sous-ensemble de R" dont la i*™® projection est X; et la jeme
projection est R pour tout j #i. L’ensemble d’allocation est le produit cartésien

X = HX,.. Une allocation x appartenant a X est réalisable si Z x;<1.0n
ieN ieN
note S, I’ensemble {x e X| in <1} des allocations réalisables.
ieN
L’ensemble de transfert de i a j, Ty, décrit les contraintes a priori qui pesent
sur les dons de i a j. C’est un sous-ensemble de ’espace des biens R. On pose,

par convention, T;; = {0}, et ’on suppose T;i= R, pour tout j distinct de i.
Un vecteur-dons de i est un élément t; du produit cartésien T; = HTij’ Un
vecteur-dons est un élément ¢ du produit cartésien T = HTV jeN

ieN

Les préférences de I’agent / sont décrites par une fonction d’utilité w;, définie
sur I’ensemble X'. On appelle w; la fonction d’utilité sociale de 1’agent i. On
suppose que w; est strictement croissante en x;, mais on ne fait aucune hypo-
these sur le sens de variation de w; en x; pour j distinct de i, c’est-a-dire que nos
agents pourront étre aussi bien indifférents que malveillants ou bienveillants les
uns envers les autres. La malveillance (resp. bienveillance) est entendue ici en
un sens technique de décroissance (resp. croissance) stricte de w; en Xjavec ) #i.
L'interprétation psychologique de cette propriété formelle des fonctions d’uti-
lité sociales individuelles nous semble toutefois suffisamment naturelle pour
que nous renoncions ici a I’en distinguer.

927

This content downloaded from 193.49.199.32 on Wed, 28 Jan 2015 10:06:36 AM
All use subject to JSTOR Terms and Conditions


http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp

Revue économique

Chaque agent i est, enfin, nanti d’une dotation initiale ®. 20. On a
naturellement : me = 1.

ieN
Un systéme social est alors un objet du type : (w;, X, T}, ®,) e N

Equilibre

Le fonctionnement de notre systéme social est calqué sur le modele d’un jeu
non coopératif de Nash.

On utilisera les notations suivantes. Soit 7 un élément de T et 7, un élément
de T; : t,,; est le vecteur (ty, ..., t; 1, tiyqs .- 1y), C'est-2-dire le vecteur t privé de

sa i-eme composante; (1,,,!;) est le vecteur (f), ...,t; 1, fyt;, s rt,)
obtenu en remplagant la i-eme composante de ¢ par ?, ; Ajt est le nombre

2 (tj,. - ti].) , c’est-a-dire le transfert net dont i bénéficie en t (on peut naturel-
jeN
lement avoir A7 <0 ; remarquons de plus que z A;t = 0 pour tout 1).
ieN

Les actions individuelles sont définies simultanément de la maniére suivante.
Un vecteur-action a = (qy, ..., a,) est tel que pour tout i, I’action g; de I’agent i
est un vecteur a; = (z;, t;) ou : f; est un den de i ; z; est une consommation nette,
c’est-a-dire un nombre de la forme x; — (®; + A; t) ol x; représente une consom-
mation (qui n’est pas nécessairement dans X;) et ¢ est le vecteur-dons formé a
partir des composantes-dons des actions ay, ..., a,.

Chaque agent considere les actions des autres comme données. L’agent i,
confronte a  Denvironnement a,, = (dy,..,d;_1, djs1..,dy), Ol

= (z] t,), considére donc par construction que le choix d’une action g; = (z;,
t) determme l'allocation x telle que: x;, =z;+® +A (tn it s
X =+ A. (t" ,» t;) pour tout j distinct de i. En d’ autre termes la repré-
sentatlon qu ’il se falt des conséquences de ses actes repose sur I’hypothese ou la
croyance que les bénéficiaires de ses dons les consomment. Notons qu’il n’est
pas logiquement indispensable que les agents croient effectivement cela, mais

seulement qu’ils considérent cette hypothése comme un guide efficace de I’action.

Les ressources que chaque agent peut ainsi utiliser, soit en les consommant,
soit en les donnant, proviennent de sa dotation initiale ou des dons qu’il regoit.
La contrainte de budget de i, confronté a I’environnement a,,;, s’écrit:
;= x- (0 +A(1,,,1)) <0

Le comportement de /, confronté a 1’environnement a,,; consiste alors a
choisir une action a; = (z;, ;) qui maximise sa fonction d’utilit¢ w; dans

I’ensemble de budget: {xe X3, e T,, z;=x,~- (mi+Ai(fn/i, 1)) <0 et

X, = +(o +A (r”/,,r-) pourtout j#i }.
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Un équilibre de notre systéme social, que nous appellerons equ111bre social
t
est, enfin, un vecteur d’actions a* = (ay, ... a ) tel que pour tout i, a; max1-
mise w; dans I’ensemble de budget de i correspondant a’environnement a

Cette spécification du modele, parfaitement générale, est toutefois inutile-
ment lourde sous les hypothéses, formulées plus haut, de divisibilité du bien de
consommation et croissance stricte de w; en x;. Celles-ci impliquent, en effet,
que les agents saturent leurs contraintes de budget a I’optimum. Or, si tel est le
cas, tout vecteur-dons ¢ de T détermine une allocation et une seule:
(0, +A1) ey due I’on notera x(¢). Il en résulte que le fonctionnement décrit
ci-dessus est €quivalent a celui d’un systeme social ol : les actions de i sont ses
dons ¢; ; le comportement de i confronté a I’environnement 7, ,;, consiste en la
maximisation de w; (x((t,,,t;))) dans {t; € T| ©,+4, (tn/,,t) € X;} ;un
équilibre social est un vecteur-dons #* tel que, pour tout i t,. maximise
w; (x((tn,,, t))) dans {t; e T|co + A, (tn/,,t) € X;}.

C’est cette formulation allégée que nous retiendrons dans ce qui suit.

GRAPHE DES DESIRS REDISTRIBUTIFS
ET OPTIMUM SOCIAL

Nous avons dii forger quatre concepts originaux pour analyser les propriétés
de notre systeme social.

Ces concepts peuvent étre groupés en deux couples : I’(i, j) - maximum et le
graphe des désirs redistributifs, qui permettent de caractériser la structure du
graphe des dons d’équilibre ; la relation de préférence sociale (RPS) et 1’opti-
mum social, qui décrivent les propriétés normatives de notre systéme social.

Signalons, avant de commencer, une conséquence importante de 1’existence
d’un seul bien. Il résulte en effet de cette caractéristique de notre systéme social
que le nombre x; peut étre interprété indifféremment comme : un indice ordinal
de satisfaction traduisant le bien-&tre « privé » (ophélimité) de 1’agent i ; une
mesure physique de sa consommation ; et enfin la valeur monétaire de cette der-
niére (revenu consommé). Or il est clair que, dans le cas général d’un systéme
social comprenant plusieurs biens, les trois notions précédentes (ophélimité,
consommation, richesse consommée) sont distinctes. De plus, la généralisation,
brievement évoquée en partie VI, des définitions et propriétés que nous présen-
tons en III, IV et V, repose exclusivement sur la premiére de ces notions (le
bien-€tre privé ou ophélimité). Nous interpréterons donc le plus souvent dans ce
qui suit le nombre x; de cette maniére, c’est-a-dire comme un indice ordinal de
bien-€tre privé.

A (i, j)-maximum et graphe des désirs redistributifs.
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L’(i, j) - maximum est le concept clé. Le graphe des désirs redistributifs en
est directement extrait. Ces deux notions combinées vont nous permettre d’ana-
lyser la contribution des dons au fonctionnement de notre systéme social.

(i, j) - maximum

Pour introduire la définition de 1’(/, j) - maximum, plagons-nous dans la situa-
tion abstraite suivante. L’agenti, placé devant I’allocation réalisable
x (x € S,) , peut réallouer a sa guise, dans les hmltes imposées par : la con-
trainte de reahsablhte (x€ S,) ; les contraintes x, > x,l pour tout k # j, stipu-
lant que le bien-Etre prlve de tous les agents autres que j ne doit pas décroitre.
Nous dirons alors que x"estun (i, j) maximum si / ne peut accroitre le bien-
étre social w; (x*) dont il jouit en x” sans violer les contraintes ci-dessus.

Formellement, une allocation x" estun (i, j) - maximum 51 elle est réalisable
et s’il n exlste aucune allocation x dans {xe€ §,|x, 2x; " Vk# j} telle que
w; (x) >w, (x ) .On noteM I’ensemble des (i, j) - maxima.

On peut interpréter tres simplement cette définition abstraite, en se souvenant
que, par hypothése, w; est strictement croissante en x; quel que soit i. Combiné a

la divisibilité du bien, cela implique que z x; = 1 pour tout (i, j) - maxi-
ke N
mum x". Il en résulte immédiatement qu’un (7, j) - maximum est nécessairement
une allocation réalisable en laquelle 1’agent i ne souhaite (du point de vue de sa
fonction d’utilité sociale w;) ou ne peut (du fait de la contrainte a priori X2 0)
redistribuer le bien-étre privé au détriment de j. On montre de plus dans la
proposition 1 ci-aprés que cette condition nécessaire est également suffisante, et
caractérise donc les allocations (i, j) - maximales, sous I’hypothése que les fonc-
tions d’utilité sociale sont quasi concaves et différentiables (w';; (x) y représente

la dérivée partielle de w; par rapport a x; en x).

Rappelons toutefois que la redistribution dont il est ici question est abstraite
en ce sens qu’il n’est fait aucune référence a la contrainte de budget. L’(i, j) -
maximum est un instrument d’analyse du fonctionnement du systeme social et
non la description d’'un comportement individuel.

Proposition 1. On suppose que w; est différentiable et quasi concave quel que

soit i € N. Alors, pour qu’une allocation x e X soit (i, j) - maximale, il faut et

il suffit que : ZAZ =1 ;et, oubien x; = 0.oubien w'; (x ) 2w, (x)
ke N
pour tout k € N.

La notion d’(/, j) - maximum est illustrée graphiquement dans la figure 1. On
y considere un systéme social comprenant trois agents. Le triangle représente
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3

I’ensemble K; = {xe€ Ril Z x; =1} < S;.Ony adessiné la carte d’indiffé-
1=1

rence de I’agent 3, sous la forme de cercles concentriques, dont le centre 2 est

le maximum de w;y dans S3. Le lecteur pourra vérifier par lui-méme que : ’en-

semble M3; des (3, 1) - maxima, est la surface triangulaire 0, P 03;Mjjyestla

surface triangulaire 0; 2 03 ; M35 est la surface triangulaire 0, x> 0,. On remar-

que de plus que : (MYM;; = {£*}; UM;; = K; ; My; est fermé dans K3
jeN JjeN

pour tout j.
Graphique 1.

03

0} 0;

Ces dernieres propriétés sont trés générales et fort utiles. On les a rassem-
blées dans la proposition suivante, démontrée en annexe.
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Proposition 2. Supposons que w; est continu quel que soit i. Alors, M;; est un

sous-ensemble fermé de K, = {x € X| Zx,. =1} pourtout (i,j) € NxN.
ieN
Si de plus w; est différentiable et quasi concave quel que soit i, alors, pour tout

ie N: UM, = K, ; (MM, est'ensemble des maxima de w; dans S,,.
JEN jeN

Graphe des désirs redistributifs

On appelle graphe des désirs redistributifs en une allocation x, et on note y(x),
I’ensemble des couples d’agents distincts (i, j) tels que x est (i, j) - maximale.
formellement : y(x) = {(i,j) e NxN|i#j,xe M,.j} .

Une structure particuliere des graphes des désirs redistributifs, les circuits, va
jouer un rdle important dans la discussion des problémes d’existence. Nous
posons donc les trois définitions suivantes.

Un circuit de N x N et une suite ( (i,,j,)) L<k<m de couples d’agents, deux
a deux distincts, telle que: ip#j, quel que soit k; j,=1i,,; pour tout
ke {1,...,m—1} ; j, =i (par exemple : ((1,2), (2,1)); ((1,2), (2,3), (3,1))
etc).

Un circuit du graphe des désirs redistributifs en x est un circuit
((pJ)) <p<m 9¢ NxN dont les éléments appartiennent a y(x). En d’autres

termes, x € M"kik pour tout k appartenanta {1, ...,m}.

Un circuit ( (i, j)) de y(x) est dit strict si, de plus, x n’est (i, iy)-

1<k<m

maximale pour aucun ke {1,..,m}. En d’autres termes, xe Mikjk et

X € Mikik pourtout ke {1,..,m}.

C’est la notion de circuit strict que nous utiliserons dans ce qui suit. La carac-
térisation de ’(i, j)-maximum fournie plus haut va nous permettre d’en donner
une interprétation simple. Considérons, en effet, une allocation x et supposons
sans perte de généralité que y(x) contient un circuit strict ((1,2), (2,3), (3,1)),
c’est-a-dire que x € M,(MYM,;(MM;, et x n’appartient ni a My, ni a My,, ni
a M;3. Notre caractérisation de I’(i, j)-maximum entraine alors qu’en x,
’agent 1 souhaite diminuer sa consommation pour accroitre celle de I’agent 2,
qui souhaite faire de méme au profit de I’agent 3, qui souhaite faire de méme au
profit de I’agent 1.

La figure 2 fournit un exemple graphique de circuit strict. On y considere,
comme dans la figure 1, un systéme social de trois agents. L'agent 1 est indiffé-
rent envers 2 et 3 : sa fonction d’utilité sociale w; est la premiere projection
(x, x5, x3) = x, ; la carte d’indifférence associée est faite de segments paral-
leles a 0, 05, et le maximum x! de wy dans K3 est 0; = (1, 0, 0). Les agents 2 et
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3 sont indifférents a I’égard de 1 et tres bienveillants 1’'un pour 1’autre. La carte
d’indifférence de 2 (resp. 3) est formée de cercles concentriques dont le centre
x2 (resp. x°) est le maximum de w (resp. w3) dans K3. Le lecteur pourra vérifier
par lui-méme que Y(x) contient le circuit strict ((2,3), (3,2)) en tout point x de
I’intérieur relatif de la surface x> Ax! B x°.

Graphique 2.

03

Relation de préférence sociale et optimum social

Nous arrivons a présent au couple des concepts normatifs. Comme plus haut,
le second, I’optimum social, est dérivé du premier, la relation de préférence
sociale (RPS). Nous allons donc les présenter dans 1'ordre logique, en déga-
geant au passage les relations trés fortes qui unissent le couple normatif RPS-opti-
mum social, au couple positif (/, j)-maximum-graphe des désirs redistributifs.
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Relation de préférence sociale

La RPS est une relation binaire, notée R, et définie sur X de la maniére sui-
vante : x R x' s’il existe i € N tel que w; (x) >w, (x') et x, 2x", pour tout k
distinct de i. En d’autres termes, une réallocation est une amélioration, du point
de vue de la RPS, si elle accroit le bien-€tre social d’un agent i sans diminuer le
bien-Etre privé des autres agents.

La RPS n’est ni réflexive, ni transitive, ni méme acyclique. (On rappelle
qu’une relation binaire R définie sur un ensemble X est acyclique si elle ne pos-
séde pas de cycle, un cycle de R étant une suite (x5 k=1,. m d’€léments de X
telle que : **! R x* pour tout k appartenanta {1, ...,m~1} ; X" Rx).

La proposition 3 ci-aprés (démonstration en annexe) met en €vidence une
relation entre circuits stricts et cycles. On y établit en effet que, sous les hypo-
theses de différentiabilité continue et quasi-concavité des fonctions d’utilité
sociales individuelles, ’existence d’un circuit strict dans un graphe des désirs
redistributifs implique celle d’un cycle de la RPS.

Proposition 3. Si w; est continiiment différentiable et quasi concave pour tout i,
et s’il existe une allocation x telle que y(x) contient un circuit strict, alors R pos-
séde un cycle.

L’intuition sous-jacente a ce résultat découle trés directement de I’interpréta-
tion d’un circuit strict donnée plus haut. On rappelle, en effet, que le fait que
Y(x) contienne un circuit strict signifie que, en x, chaque agent du circuit sou-
haite diminuer sa consommatien au profit de 1’agent qui le suit dans le circuit.
On peut ainsi, en prélevant une quantité de bien suffisamment petite sur I’'un
quelconque des agents du circuit, et en faisant circuler cette quantité de main en
main le long du circuit, construire, & partir de x, une suite d’allocations formant
un cycle pour la RPS.

C’est ce que nous avons fait, par exemple, dans la figure 2 , avec les points C
et D. On rappelle que Y(C) et y(D) contiennent tous deux le circuit strict ((2,3),
(3,2)). On passe de C a D (resp. D a C) par un transfert de 2 vers 3 (resp. 3
vers 2) qui laisse inchangée la consommation de 1, et accroit le bien-étre social
de 2 (resp. 3), ce qui implique CRDR C.

Signalons pour terminer que la réciproque de la proposition 3 n’est pas vraie,
c’est-a-dire qu’en général I’existence d’un cycle de la RPS n’implique pas celle
d’un circuit strict dans un graphe des désirs redistributifs.

Optimum social

Un optimum social est, par définition, un élément maximal de la RPS dans
I'ensemble des allocations réalisables, c’est-a-dire un élément x”™ de S, tel que
1’on n’ait x R x* pour aucun autre élément x de S,,. C’est, en d’autres termes, une
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allocation réalisable telle qu’il n’est pas possible d’accroitre le bien-étre social
d’un agent quelconque i, sans diminuer le bien-étre privé d’un agent distinct de i.

On note M I’ensemble des optima sociaux.

Il résulte des définitions de 1’optimum social et de 1’(/, j)-maximum qu’une
allocation est un optimum social si, et seulement si, elle est (7, /)-maximale pour
tout i. On adonc M = (M M;; ce qui va nous permettre d’illustrer graphique-

ieN
ment la notion d’optimum social dans le cas d’un systeme social de trois agents.
C’est 1’objet de la figure 3. La carte d’indifférence de 1’agent i est formée de
cercles concentriques, dont le centre x' est le maximum de w; dans K3. L’ensem-
3
ble M = (M\M;; des optima sociaux de ce systéme social est la surface hexa-
i=1

gonale x! Ax>Bx*Cxl.

Graphique 3.
03
x3
B C
x2 x1
A
07 )]

Optima de Pareto

L’optimum social ainsi défini est le concept pertinent pour I’analyse des pro-
priétés normatives de notre systéme social, comme on le verra en IV.
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11 est néanmoins intéressant, pour clore cette liste de définitions, de traduire
dans le cadre conceptuel de ce modéle les notions parétiennes de « maximum
d’ophélimité pour une collectivité » et « maximum d’utilit¢ pour une
collectivité », brievement évoquées en introduction.

On rappelle que, dans le cadre simple que nous examinons ici, d’un systeme
social ol n’existe qu’un seul bien de consommation, I’ophélimité parétienne,
que nous appelons également bien-étre privé, se confond avec la consommation
individuelle. Quant a I’utilité parétienne, elle correspond a notre notion de bien-
étre social individuel.

Des lors, un « maximum d’ophélimité pour la collectivité », que nous appel-
lerons plus briévement optimum privé de Pareto (OPP) est un élément de
n
K, = {xeX| le =1}, c’est-a-dire une allocation qui épuise la dotation
i=1
initiale agrégée de la collectivité. C’est, en d’autres termes, une allocation réali-
sable telle qu’il n’est pas possible d’accroitre le bien-étre privé d’un agent sans
diminuer celui d’un autre.

De méme, un « maximum d’utilité pour la collectivité », que nous appelle-
rons optimum social de Pareto (OSP), est une allocation réalisable telle qu’il
n’est pas possible d’accroitre le bien-étre social d’un agent sans diminuer celui

NPT . * .-
d’un autre, c’est-a-dire, formellement, une allocation x de S, telle qu’il
. . *
n’existe aucune autre allocation x dans S,, pour laquelle : w, (x) 2w, (x ) pour
tout k€ N et w;(x) >w;(x ) pouraumoinsun i € N.

On obtient ainsi trois notions distinctes d’optimalité, ’optimum social,
I’OPP et I’OSP, que I’on va, pour terminer, brievement comparer deux a deux.

On remarque tout d’abord qu’un optimum social est nécessairement un OPP,
du fait de la croissance stricte de w; en x; pour tout i et de la divisibilité du bien

de consommation (M = (MM, et proposition 2). Formellement, on a, pour
ieN

les systemes sociaux décritsen Il : M c K, .

Un OSP, par contre, n’est pas nécessairement dans K,,. La malveillance est la
source de cette incompatibilité potentielle entre les deux criteres parétiens d’op-
timalité. Si, en particulier, les agents décrits plus haut sont de plus non mal-
veillants, alors tout OSP est un OPP (une condition suffisante moins restrictive,
la non-saturation locale du préordre de Pareto, est proposée dans ’article de
T. Rader [1980]).

Il n’existe, enfin, aucune relation simple entre OSP et optimum social, hor-
mis dans le cas trés particulier d’un systéme social comprenant deux agents seu-
lement (J. Mercier Ythier [1989], p. 111-112, et 1991). On constate ainsi, par
exemple, que ’ensemble des optima sociaux de la figure 2 est réduit au point
x'=0,, et donc, en particulier, contenu au sens strict dans 1'ensemble des
optima sociaux de Pareto qui forme la surface triangulaire X123 Symétrique-
ment, ’ensemble des optima sociaux de la figure 3, c’est-a-dire la surface hexa-
gonale x'Ax?Bx3C, contient, au sens strict, I'ensemble des optima sociaux de
Pareto (la surface triangulaire x'xzx3).
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EQUILIBRE SOCIAL ET OPTIMUM SOCIAL

Nous allons, a présent, caractériser 1’équilibre social a 1’aide des concepts
précédents.

On rappelle qu’un equ1llbre social est un vecteur-dons ¢ tel que pour tout i,
{; maximise w; (x((tn/,,t))) dans: {t; € T|0) +A, (tn/,,t) € X;}.

1

On appelle de plus graphe des dons en ¢t € T, et on note g(¢), I’ensemble
{(i,j) e NxN|t;>0}.

Le théoreme 1 présenté ci-apres et démontré en annexe caractérise 1’équilibre
social a ’aide de I’optimum social (condition d’optimalité) et du graphe des
désirs redistributifs (condition de complémentarité).

Theoreme 1. Sl t* est un équilibre social, alors : x(t ) € M (optimalité) et
g(t ) cy(x(t )) (complementante) Remproquement si, pour tout i, w; est
quasi-concave et dlfferentlable et si w G0 Zw', (x) des lors quex; = 0, alors
tout vecteur-dons ¢ € T tel que, x(t ) € Met g(t ) cy(x(t )) est un équi-
libre social.

Nous allons successivement décrire I’intuition sous-jacente a ce résultat, puis
illustrer graphiquement ce dernier.

La démonstration du théoreme 1 repose pour I’essentiel sur les trois faits
suiv*ants les contralntes de budget sont vérifiées en x(1) puisque
x(t) = (0+A4, t ) ;< n > sous les hypotheses de croissance stricte de w; en x;
et de div151b111té du blen de consommation, une allocation est (i, j)-maximale
seulement si elle appartient a K, et est telle que 1’agent i, placé en x", ne sou-
haite (du point de vue de w;) ou ne peut (contrainte x; 2 0) redistribuer au détri-
ment de j dans K, ; sous les hypotheses additionnelles de quasi-concavité et
différentiabilité des fonctions d’utilité sociales, cette condition caractérise 1’(i,
J)-maximalité (proposition 1).

Le théoréme apparait ainsi comme une conséquence immédiate de la défini-
tion d’un équilibre de Nash et de la caractérisation d’un (i, j)-maximum.

Le systeéme social décrit dans la figure 4 est le méme que celui de la figure 3 :
la carte d’indifférence de 1’agent i est faite de cercles concentriques, dont le cen-
tre est le maximum x’' de w' dans S,,. On va y illustrer le théoréme 1, en y cons-
truisant la correspondance qui, & chaque élément x de K3, associe 1’ensemble
Q(x) des vecteurs-dotations ® = (), w,, @) € Ri qui soutiennent x comme
allocation d’ équilibre 11 résulte du théoreme 1 que: Q(x) = ¢si xg M ;
Q) = {0eR? |3re Ttel que g(1) cy(x) et x= (0,+At Ny s
x € M. Pour chaque x € M, il suffit donc de connaitre 'y(x) pour determmer
Q(x). L'ensemble y(x) posséde treize valeurs distinctes dans M. Nous allons
nous intéresser a quatre d’entre elles, et construire Q(x) pour chacune de celles-
ci, laissant au lecteur le soin de poursuivre cet exercice. Ona: y(x) = ¢ en
tout point de I’intérieur relatif de M dans K,, (c’est-a-dire en tout point de 1’inté-
rieur de la surface polygonale FA¥B Cxl) ; ‘y(x3) = {(3,1), (32)} ;
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v(x) = {(3,2)} en tout point du segment ouvert ]x3C[ ;
Y(C) = {(3,2), (1,2)} . D’apres le théoreme 1, si x est une allocation
d’équilibre, si ¢ est I’équilibre, et si 1;;> 0, alors, (i,j) € y(x) . End’autres ter-
mes, Y(x) donne la structure des dons potentiels lorsque x est 1’allocation d’équi-
libre. Il en résulte immédiatement que: Q(x) = {x} en tout point de
I’intérieur relatif de M ; Q(x3) est la surface x> E'O3E"x3 ; Q(x) est le segment
parallele a 0,03, reliant x a 0,03, quand x appartient au segment ouvert ¥, C[
(par exemple : Q(G) = [G, G']) ; Q(C) est la surface triangulaire C C' C".

Graphique 4.

03

x2 xl

07 01

Remarquons, pour terminer, qu’il suffit d’inverser la correspondance €2 pour
obtenir la correspondance d’équilibre qui, a chaque vecteur-dotations w, associe
I’ensemble des allocations d’équilibre associées. La correspondance d’équilibre
de la figure 4 posséde deux propriétés remarquables : ses valeurs sont non vides
(existence) et réduites a un seul point (unicité). Ni 1’'une ni 1’autre de ces pro-
priétés ne sont générales. Il est aisé, en effet, de construire des contre-exemples
a I'unicité (équilibres multiples, continuum) comme a I’existence.

La question de 1'unicité ne nous retiendra pas ici. Les problémes d’existence
font I’objet de la section suivante.
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EXISTENCE D’'UN EQUILIBRE SOCIAL

Les problemes particuliers que pose ’existence d’un équilibre social sont
illustrés dans la figure 5. L’agent 1 est indifférent envers 2 et 3 : sa fonction
d’utilité sociale wy est la premiére projection (x;, x,, x;) — X, ; la carte d’in-

différence associée est faite de segments paralléles a 0,03, et le maximum x! de
wy dans K3 est 0; =(1, 0, 0). L’agent 3 et indifférent a 1 et treés bienveillant
pour 2 ; sa carte d’indifférence dans K3 est faite de cercles concentriques dont le

centre x° est le maximum de wy dans K3. L’agent 2 est indifférent a 1 et bien-
veillant pour 3: sa fonction d’utilit¢, de type Cobb-Douglas, est w,:
31
(X1 Xp0 X3) = x2x? ; le maximum de w,, dans K est 2 = (0, 3/4, 1/4). Le lec-
teur pourra s’assurer a titre d’exercice que: M,; = K;, M,, = [0,,05],
M,; = [0,,0,] ; My, est la surface triangulaire 0; x> 03, My est la surface
triangulaire 0; x> 0,3, My =[05, 03] ; M33 est la réunion de la surface triangu-
laire Ax’0, avec le segment [A, 0], M3, est la surface A 0, 03 <, et
M3, =[0,, 03]. Il en résulte notamment que : M est la surface triangulaire x>C

0 Y(x) contient le circuit strict ((2,3), (3,2)) en tout point de |’intérieur relatif
de la surface triangulaire A 0; C.

On constate que, pour ce systtme social, aucun équilibre n’existe pour les
vecteurs-dotations situés dans la surface triangulaire BO;D privée du segment
BD. Considérons, par exemple, le vecteur . Comme 1 est indifférent a 2 et 3,
qui sont indifférents a 1, I’on doit avoir x; = ®; a 1’équilibre, c’est-a-dire que
I’allocation d’équilibre doit étre située sur le segment [E, H]. Or, toutes les allo-
cations de [E, G[ sont (3,2)-maximales sans €tre (3,3)-maximales, de sorte
qu’en chacun de ces points, 3 souhaite diminuer sa consommation au profit
de 2, et peut le faire puisque celle-ci est strictement positive. De méme, toutes
les allocations de ]F, H] sont (2,3)-maximales sans étre (2,2)-maximales, si bien
qu’en chacun de ces points, 2 souhaite diminuer sa consommation au profit
de 3, et peut le faire puisqu’elle est strictement positive. Comme [E, G[ U JF,
G] = [E, H], il n’existe pas d’équilibre social.

Ce contre-exemple pourra paraitre paradoxal au lecteur familiarisé avec le
théoréme général d’existence d’un équilibre pour une économie abstraite, dii a
Debreu [1952]. Un examen attentif des hypothéses de ce dernier fait apparaitre
la cause de son échec dans I’exemple précédent : le fait que, dans certains cas de
figure, les dons peuvent étre arbitrairement grands sans violer aucune contrainte
ni affecter les comportements. C’est ainsi par exemple qu’en tout point (®,
Wy + 33 — 13, W3 + 13 — 13) du segment [E, H], I’on peut accroitre simultané-
ment 35 et 1,3 d’'une méme quantité positive arbitrairement grande sans violer
aucune contrainte a priori sur la consommation ou les dons, et sans modifier les
contraintes de budget. Dans le cas de la figure 5, cette possibilité offerte aux
agents de surenchérir a I’infini sur les dons d'autrui est concrétisée par |’instabi-
lité décrite plus haut, c’est-a-dire par I’inexistence d’un équilibre de Nash.
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Graphique 5.

03

On peut trouver au moins trois issues a ce probleme.

La premicre consiste a supposer que les ensembles de transfert T; sont com-
pacts. C’est I’hypothese formulée par Kranich [1988], dont le modele est logi-
quement équivalent au ntre dans le cas particulier envisagé ici (un seul bien de
consommation). Il est clair qu’alors le théoréme de Debreu s’applique. Cette
solution présente toutefois deux inconvénients, a notre avis rédhibitoires. Le
premier est que I’existence repose alors de maniére cruciale sur une formulation
particuliére des contraintes a priori, contingentes par nature. Le second est
qu’en conséquence, 1’équilibre ainsi obtenu pourra étre tres artificiel. La carac-
térisation de 1’équilibre social proposée dans le théoréme 1, en particulier ne
sera plus valide.

Les deux autres solutions que nous envisageons procédent d’une méme
constatation : le fait qu’existe, a I’évidence, une contrainte collective de compa-
tibilité des dons. Il est clair, en effet, que les dons arbitrairement grands évoqués
plus haut, envisageables pour les individus puisqu’ils vérifient les contraintes a
priori et les contraintes de budget, sont néanmoins collectivement
irréalisables : ce sont des dons « nominaux » ou « inflationnistes » car leur
réalisation physique est impossible (songer, par exemple, au cas ou:
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Iy =1y =2> 2 ®; = 1). or, il n’existe aucun mécanisme dans notre sys-
ie N

téme social, qui puisse transmettre cette contrainte collective aux agents indivi-
duels (et notamment aucun mécanisme de prix, contrairement a ce que 1’on
constate par exemple dans le modele de Bergstrom, 1970, ou les transferts
volontaires sont coordonnés par des prix personnalisés). On est donc placé
devant une alternative simple : ou bien supposer que chaque agent prend en
charge individuellement la contrainte collective ; ou bien formuler une hypo-
thése destinée a garantir, en substance, qu’aucune guerre des dons ne viendra
alimenter 1’inflation des dons évoquée ci-dessus.

La premiére branche de I’alternative est notre seconde solution au probléeme
d’existence. Elle permet en effet, sous des hypothéses faibles, d’appliquer le
théoréme de Debreu (en bornant les dons, notamment). Cette solution présente
toutefois un inconvénient important. La nature trés contingente et pratique de la
contrainte de compatibilité des dons ne permet pas de décrire cette derniere de
maniere a la fois abstraite et précise. Le résultat du fonctionnement du systéme
social sera donc, a I’'image de la contrainte de compatibilité, contingent, c’est-a-
dire impossible a caractériser de maniére simple et abstraite. La caractérisation
proposée dans le théoréme 1, en particulier, ne sera plus valide.

C’est la troisiéme solution que nous avons donc choisie de développer dans
le théoreme 2.

On y démontre qu’un équilibre social existe quelle que soit la distribution
initiale de la richesse, des lors que les graphes des désirs redistributifs ne con-
tiennent pas de circuit strict, c’est-a-dire, en substance, dés lors que toute
« chaine de bienveillance active » d’un graphe quelconque y(x) se termine par
un agent « absorbant » qui, en x, n’est disposé a diminuer sa consommation au
profit de personne.

On établit de plus que cette condition suffisante pour I’existence d’un équili-
bre social est satisfaite dés lors que chaque personne préfére « marginalement »
sa propre ophélimité a celle de toute personne plus riche qu’elle méme, c’est-a-
dire formellement, dés lors que w';; (x) 2w’ ;j (X) pour toute distribution x telle
que x; 2 x;.

Le théoréme est démontré en annexe.

Théoréme 2. Soit un systeme social vérifiant les hypothéses de la section II et tel
que pour tout i : w; est différentiable et quasi concave ; w';; (x) 2 w".j (x) pour
tout j des lors que x; = 0. Alors, pour qu’un équilibre social (resp. un optimum
social) existe, il suffit qu’aucun graphe des désirs redistributifs ne contienne de
circuit strict. Il suffit, en particulier, que w';, (x) 2 w'ij (x) pour tout couple (i,
J) et toute distribution x tels que X, 2x;.
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GENERALISATION

La multiplicité des biens de consommation entraine deux conséquences pour
le fonctionnement de notre systéme social : la possibilit¢ de 1’échange ; et
I’existence possible de désirs tutélaires, c’est-a-dire d’une sensibilité d’un agent
a la structure de la consommation d’un autre agent.

Nos concepts, résultats et méthodes de démonstration se généralisent sans
difficulté au cas d’une économie de don et d’échange, sous réserve de I’élimina-
tion, par une hypotheése adéquate, des désirs tutélaires des préférences sociales
des agents (Jean Mercier Ythier [1989 et 1991)).

De maniére plus précise, chaque agent i est a présent doté de deux fonctions
d’utilité : une fonction d’utilité privée x; = u, (x;) , définie sur son ensemble de
consommation X;, sous-ensemble de 1’espace des biens R’ ; une fonction duti-
lité sociale (x,, ...,x,) = w, (4, (x,), ..., u, (x,)) définie sur I’ensemble des
allocations, strictement croissante en u;, dépourvue de désirs tutélaires, mais
compatible avec la bienveillance, 1a malveillance ou I’indifférence.

Il est aisé de transposer a ce nouveau cadre d’analyse les définitions données
en II et III, et en particulier celles de 1’équilibre social : 1’(i, j)-maximum et le
graphe des désirs redistributifs ; la RPS et ’optimum social ; I’'OPP (optimum
privé de Pareto, ou maximum d’ophélimité pour la collectivité) et 1’OSP (opti-
mum social de Pareto, ou maximum d’utilité pour la collectivité).

Le second théoreme fondamental de 1’économie du bien-étre permet alors d’iden-
tifier, en tout OPP x”, la distribution du bien-étre privé (1, (x,), ..., 4, (x,)) 2la
distribution de la richesse consommée ( p* x:, s p* x:) , en utilisant pour ce faire

le vecteur-prix p* soutenant I’OPP x". On rétablit ainsi localement 1’identité du
bien-étre et de la richesse consommée, rompue par la multiplicité des biens.
L’on montre par ailleurs qu’en 1’absence de désirs tutélaires, un (i, j)-maximum
est un OPP. La transposition de nos résultats au cas général résulte aisément de
ces deux faits simples.

L’introduction des désirs tutélaires dans les préférences sociales des agents
pose par contre un sérieux probléme logique. Dans le fonctionnement de ce sys-
teme social, calqué sur le jeu non coopératif de Nash, tout se passe en effet
comme si chaque agent croyait que ses dons étaient consommés par les réci-
piendaires. Or cette pseudo-croyance ne peut constituer un guide efficace de
I’action pour un agent qui nourrirait des désirs tutélaires, car une telle personne
s’efforcerait alors de modifier par ses dons la structure de la consommation du
récipiendaire, sans grande chance d’y parvenir puisque ce dernier dispose, par
ailleurs, a sa guise des ressources qu’il posséde (en les vendant, jetant, donnant
ou consommant) quelle que soit I’origine de son droit de propriété sur ces res-
sources (dotation initiale, achat ou don).

Signalons pour terminer deux issues envisageables a ce probleme logique. La
premiére consiste a coordonner les choix a I’aide de prix personnalisés de Lind-
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hal. La seconde, qui préserve notre description du systéme social, consiste a
doter chaque agent de trois fonctions d’utilité : sa « vraie » fonction d’utilité
sociale, indice ordinal de bien-étre social, exhibant éventuellement des désirs
tutélaires ; sa fonction d’utilité sociale opérationnelle, guide de I’action,
dépourvue de désirs tutélaires ; sa fonction d’utilité privée.

CONCLUSION

Les propriétés d’optimalité et d’existence de 1’équilibre général de dons indi-
viduels apparaissent, en conclusion, comme 1’exact reflet des caractéristiques
élémentaires de ce type de dons, et en particulier du fait qu’ils procédent de
décisions privées indépendantes.

Le lien social est ici un pur lien moral, un sentiment bienveillant ou charita-
ble, alors qu’il prend, dans le systéme parétien, la double forme d’un lien moral
et, dans I’esprit de la théorie de la valeur d’échange, d’un lien contractuel, mani-
festé par la recherche collective (guidée le cas échéant par un mécanisme de
prix adéquat) du meilleur accord possible entre les points de vue des personnes
subjectivement et matériellement intéressées a la redistribution de la richesse.

Il est clair, en particulier, que I’acte du donateur indépendant, mi par un sen-
timent qui lui est propre, et agissant librement dans les limites que lui impose le
droit de propriété, est susceptible de contrarier les souhaits ou intentions d’une
tierce personne (notre optimum social n’est pas un optimum de Pareto), voire du
bénéficiaire du don (la conséquence peut alors étre, dans certains cas, une
« guerre de dons », ¢’est-a-dire une situation d’inexistence de 1’équilibre, ou, si
I’on préfere, I'impossibilité d’accorder les points de vue des donateurs indépen-
dants).

C’est son caractere de décision unilatérale ou indépendante qui, ici, comme
d’ailleurs nous semble-t-il dans le sens commun, distingue en définitive le don
de I’échange, voire parfois, dans tel cas d’espece, les oppose.
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ANNEXE MATHEMATIQUE

PROPOSITION 1

Proposition 1. On suppose que ®; est différentiable et quasi concave quel que
PO 9, . * . PR . .
soit i € N. Alors, pour qu’une allocation x € X soit un (i, j)-maximum il faut

. * . * . , * s *

et il suffit que : Zxk =1 ;et,oublenxj = O,oublenw,-j(x ) 2w (x)
ke N

pour tout k € N.

Démonstration. On remarque tout d’abord qu’une allocation x" est (i, j)-maxi-
male si et seulement si elle résout le programme :

Max {w;(x)|1- ZkaO,kax;Vk;ﬁj}
xe X ke N

On remarque par ailleurs que : w; est différentiable ; les fonctions x — 1—

* . . . . ’ .
z X, et x = x, —x, qui définissent les contraintes sont différentiables et
ke N

quasi concaves et n’ont pas de point stationnaire dans le domaine qu’elles
. . . * . N . . P
délimitent ; si, enfin, x; > 0, ce domaine posséde un point intérieur dans R7 .1

résulte donc des théorémes d’Arrow-Enthoven (1961) que les conditions de
Kuhn et Tucker associées au programme ci-dessus sont nécessairement vérifiées

* .k . % P .k * .
enx ,slx € Mij etsi x; > 0. Plus précisément, si x € M,.j et x; >0, alors, il

existe 0eR, et fe R’ tels que :
+ q

w‘ik(x*) +P, = o pour toutk € N

1- Y 5 20,0(1- Y x) =0

ke N ke N
[20,Bx =0
x; 20, Bf\ ;=
Comme w; est strictement croissante en x;, on a nécessairement =0 et
* . . *
1- Z.Yk = 0 dans le systtme ci-dessus. Comme par ailleurs x; >0 par

ke N
hypothése, on a également Bj = 0. Le systéme ci-dessus se réduit donc aux deux
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.. . . . * * ' *
conditions nécessaires suivantes: 1— Zxk =0 et w(x)2w,(x)
ke N
pour tout k € N.

. * .
Comme de plus w; est quasi concave, une allocation x € X vérifiant les
deux conditions ci-dessus est nécessairement solution du programme

Max {w;(x)|1- ZkaO,kaXZVkij} , et donc (i, j)-maximale
ke N
xe X

(Arrow-Enthoven [1961]).

Comme enfin, a I’évidence, Mij cK, = {xeX] Z x, =1} (croissance
ke N
stricte de w; en x; et divisibilité), il nous suffit de prouver, pour terminer, que

{xeK,|x;=0} <M. Or, si X e K, est telle que x; = 0, I’ensemble

{xe X|1- 2 x,20,x,2 x: Vk#j} est évidemment réduit an point x*, qui
ke N
et donc un (i, j)-maximum. CQFD.

PROPOSITION 2

Proposition 2. Supposons que w; est continue quel que soit i. Alors, M;; est un

sous-ensemble fermé de K, = {xe X| in =1} pouttout (i,j) € NxN.
ieN
Si de plus w; est différentiable et quasi concave quel que soit i, alors, pour tout
ie N: UM, = K, ; (MM, est 'ensemble des maxima de w; dans S,,.
jeN jeN

Démonstration. On sait déja que M,;; K, pourtout (i,j) € NxN.

Montrons tout d’abord que M;; est fermé quel que soit (i, ;). Soit

(x9) une suite d’éléments de M,~j convergente en x*. On a nécessaire-

9eN
ment X" € K, . Supposons que x e M;;. Le. qu’il existe xe K,, telle que :
w,(X) >w,(x") et X, 2x, pourtoutk /. Alors, par continuité de w, il existe
+’e K, tel que w; (x°) > w; (x") et x¥>x; pour tout k #j. Et donc, il existe

qo € N tel que, pour tout g =g, : x{ > x; pour tout k #j et w; (x7) > w; x),
une contradiction.
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Montrons a présent que K, ckk{‘Mij. Soit x" e K,. Si x; = 0, alors
€

x'e Mij (proposition 1). Supposons donc x,: >0Vke N , et notons j un élé-
ment de N tel que w',j ) zw ik (x") pour tout k£ € N (il existe évidemment

au moins un tel j). Il résulte alors de la proposition 1 que x e M,,ce qu’il fal-

ij
lait démontrer.
Montrons, pour conclure, que () M;; est I’ensemble des maxima de w; dans
jeN
S,.- On note A ce demier. Il résulte immédiatement de la définition d’un (i, j)-

maximum que A C ﬁMU. Soit, a présent x" une allocation (i, j)-maximale
jeN

pour tout j. Il résulte de la proposition 1 que : X e K, ;etil existe unréel c > 0

tel que w';; (x*) = c¢ pour tout j € N tel que x;w > 0. Mais alors les théore-

mes d’ Arrow-Enthoven impliquent que x* maximise w; dans S,. CQFD.

PROPOSITION 3

Proposition 3. Si w; est continfiment différentiable et quasi concave pour tout i,
et s’il existe une allocation x telle que y(x) contient un circuit strict, alors R pos-
séde un cycle.

Démonstration. Soit ( (i}, Ji)) | <4<, UN Circuit strict de 'y(x*). On peut poser
sans perte de généralité*ik =k jp=k+ I*pour tout ke {1,...m-1},i,=m,
Ju=1.0Onadonc: x e M, , et x & M, pour tout k=1, ..., m - 1;
eM, etx'e¢M, . ‘

11 résulte de la proposition 1 et du fait que X e M,, quel que soit k, que
x,: >0 pour tout k=1, ..., m. L'on déduit alors de la proposition 1 que :
W' (x) <W i () pour tout k=1, .., m—-1let w' (x) <w' (x)
(I'inégalité est stricte car X & M, ). '

Soient ke {1,..,m-1} etee R,.Onnote xk(e) I’allocation définie par :

. * 3 . .
A(e) = X, -e . (e) = x;H +eg,x(g) = x; pour tout i# 1, k+1,
c’est-a-dire 1’allocation obtenue a partir de x* en transférent € de 1 a £+ 1. On
pose de plus X" = x" =", La suite (x*),,,, est donc obtenue en faisant cir-
culer € unités de la consommation de 1, d’agent en agent le long du circuit, jus-

qu’a ce qu’elles retournent a 1. La suite (x*) 0<k<m €St bien définie pour tout

€<Min x, (onrappelleque Min x; >0).
1<k<m 1<k<m
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Posons g, (¢) = wk(xk(e)) —wk(xk"'(e)), pour ke {1,..,m}.
Notons g', (€) ladérivée de gpene. Ona:

g (e) =w,(x' (8)) —w', (x' (&)

(&) =w i, (FE©) —w, (F (), k=2,..,m-]
g, & =w, (") -w,, ")

Mais alors il résulte des inégalités établies plus haut que g', (0) >0 pour tout
k=1, .., m. Des lors, il existe o«>0 tel que g',(g) >0 pour tout
cee [0,afettout ke {1,..,m} (différentiabilit¢ continue des fonctions
d’utilité sociales). En d’autres termes, les fonctions g sont toutes strictement
croissantes dans [0, of. Comme par ailleurs g, (0) = 0 pour tout %, il existe donc
£y > 0 tel que pour tout k g; (¢p) > 0. On en déduit que (xk (gp)) 0<k<m est un
cycle de 1a RPS. CQFD.

THEOREME 1

Théoréme 1. Si t est un équilibre social, alors: x (') € M(optimalité) et
g (t*) cy(x (t*) ) (complémentarité). Réciproquement, si, pour tout i, w; est
quasi concave et différentiable, et si w';; (x) 2w, ; (%) des lors que x; = 0, alors
tout vecteur-dons r* € T tel que, x(¢') € Met g(t*) cy(x (t*)) est un
équilibre social.
Démonstration
(i) Montrons la premiére partie. Soient " un équilibre social et x" I'allocation
* . PR .
(0. +A7) . = x(¢") . On veut montrer que: x € M, i.e. est (i, /)-maxi-
! ! ieN, * * . * * £
male pour tout ie N; g(r ) cy(x ) ,lie., tij>0=>x € Mij . Procédons
par I’absurde.

Supposons qu’il existe i € N tel que x" e M, et donc qu’il existe xe K,

ii?
telle que : X, >x, pour tout k#i, et w;(X) >w,(x") . Il est clair qu’alors il

*

existe ;€ T, tel que x = x((t,,;, ;) ) , une contradiction.
Supposons ensuite qu’il existe (7, j) dans N X N tel que t;j >0et x ¢ M.
Alors, il existe X € K,, telle que : X, > x; pour toutk #j, et w, (¥) >w,(x) .

Mais alors il est clair qu’il existe 7; € T, tel que ¥ = x( (¢, ,, #;)) , une contra-
diction. CQFD.

(i) Montrons la seconde partie. Soit " € T un vecteur-dons, et x* = x() =
(0,+ Ait*) ieN I’allocation associée. On suppose que X' €M et
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g(f) c Y (x") , et ’on veut montrer que ¢ est un équilibre social, c’est-a-dire
* . . * *

que 7; maximise w; = (x((1,,,1))) dans {r,€ T|jw,+A,(1,,,1) € X;}

quel que soit i. On va utiliser pour cela la proposition 1 et les théorémes d’Ar-

row-Enthoven.

D’apres la proposition 1 et I’hypothése que w';; (x) 2w’ ;j (x) pour tout (i, j)
et tout x tels que x;=0, on a nécessairement, pour tout (i, j):

W' (x*) Zw',-j (x") puisquex"= eM;et (W' (x) —w',.j (x))t;. = 0 puisque
gr) cy(x’) .

Les conditions de Kuhn et Tucker caractérisent par ailleurs les solutions du
programme de maximisation de 1’utilité individuelle écrit ci-dessus (Arrow-
Enthoven). Elles s’écrivent, en t: , pour chaque i :

—-w'(x") —5i+w'ij(x*) +u,=0VjeN
Wt =0, 1,20, Vje N
8x; =0,820

Sous ’hypothése, 2 nouveau, que w';; (x) 2w' i (x) pour tout (i, j) et tout x tels
que x; =0, le systtme se réduit aux conditions nécessaires et suffisantes suivantes :
h L} * Al * 1 L} * * b N,
pourtout j€ N, w', (x ) Zwij(x ) et (w i,.(x‘) -w ,.j(x ))t,.j = 0.D’oula
conclusion. CQFD.

THEOREME 2

Théoréme 2. Soit un systeme social vérifiant les hypotheses de la section II et tel
que pour tout i : wi est différentiable et quasi concave ; w';; (x) 2w’ i (x) pour
tout j dés lors que x; = 0. Alors, pour qu’un équilibre social (resp. un optimum
social) existe, il suffit qu’aucun graphe des désirs redistributifs ne contienne de
circuit strict. I1 suffit, en particulier, que w';; (x) 2w";; (x) pour tout couple (i, )
et tout distribution x tels que x; 2 x;.

Démonstration
(1) Montrons la premiére partie du théoréme.

Soit x un élément quelconque de K,. On note ¢(x) I’ensemble
{xe X|3rte Ttelquex=x(1),x;=0sixe M“,Iij=08i X M,.j } . Par cons-
truction, O (x) est un sous-ensemble, éventuellement vide, de K,,. On note ¢
la correspondance qui, a chaque élément x de K, associe le sous-ensemble ¢(x)
de K,,. On va montrer que, sous nos hypotheses : un point fixe de la correspon-
dance @ est une allocation d’équilibre ; ¢ posséde un point fixe.
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Montrons tout d’abord que si x* € @ (x"), alors x" est une allocation d’équi-
libre c est a-dire qu’il existe un équilibre social 1" tel que x" = x(¢"). Soit donc
x €, (p(x) Par COnStI'uC[lOIl de o, il CXlStCI € Ttel L que : x*-x(t ), x =0
si X M, t —Os1x eM,. Orx €K, et x; = 0 implique x" € M;;
(proposition 1) Donc x" € M, g(t ycyx), et I’on conclut grace au
théoreme 1.

Montrons a présent que ¢ possede un point fixe. Il suffit pour cela, d’apres le
théoreme de Kakutani, de démontrer que les valeurs de ¢ sont non vides, com-
pactes et convexes, et que ¢ est hémi-continue supérieurement (hcs). Rappe-
lons tout d’abord qu’étant donné x € K, les éléments de @ (x) sont construits
en appliquant au vecteur des dotations initiales un vecteur-dons ¢ tel que, si
xe M,

agents auxquels il est relié dans le graphe <y (x) des désirs redistributifs en x

;i»1’agent i donne tout ce qu’il posséde (®, + A.f = 0) aI’un au moins des
(puisque t',- Osixeg M, ) Un instant de réflexion convaindra le lecteur que
I’hypothése d’absence de circuit strict dans 7y(x) combinée au fait que

K, = .k{,Mi ; pour tout  (proposition 2) impliquent I’existence d’au moins un
je

tel vecteur-dons ¢, et donc que @ (x) # @ quel que soit x € K. La compacité et
la convexité des valeurs de @ sont par ailleurs immédiates. Il reste donc a prou-
ver que ¢ est hes. Considérons pour cela une suite convergent (x, t")qe n d°é1é-

ments de K,, x T, tels que pour tout ¢, x (t) € ¢ (x9), et notons (x*, ¢*) sa limite.

On veut montrer que x° € ¢ (x*). Or cela découle immédiatement du fait que
sous nos hypothéses M;; est fermé pour tout (i, j) € N x N. CQFD.

(ii) Montrons la seconde partie. On veut, de maniére plus précise, établir que
les graphes des désirs redistributifs ne contiennent pas de circuit strict dés lors
que w'; (x) 2w';; (x) pour tout (i, j) et tout x tels que x; > x,. Supposons, au
contralre, que cette dernieére condition sur les fonctions d utilité individuelles

est vérifiée, et qu’un graphe y(x*) contient un circuit strict ( (i, j,) ) 0<k<m' On

P . , N .. * * * .
a alors nécessairement, d’aprés la proposition 1, x; >X; > > %, , ce qui est
0 0

contradictoire. CQFD.

Février 1993
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